Kapitola 1

Zadania

Urcitd sila udelf telesu s hmotnostou m; zrychlenie 12 m/s?, t4 ist4 sila udelf
telesu s hmotnostou my zrychlenie 2m/s®. Aké zrychlenie udeli tato sila telesu
s hmotnostou m; + ms?

Na obrézku je zndzornend sustava troch tyci, ktoré si uchytené v jednej
tretine svojej dizky. Na konci ty¢f s zavesené macky roznych hmotnosti. aky
musi byt pomer hmotnosti my : my4 prvej a stvrtej macky, aby bola celd sistava
v rovnovahe?
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Gulicka nalietava vodorovne rychlostou 2m/s na tazku stenu, ktord sa proti
nej pohybuje rychlostou 3m/s. Akd bude rychlost’ gulicky po odraze, ak je
zréazka dokonale pruznd?

2my,

3y

Teplovzdusny balén hmotnosti M klesd nadol so zrychlenim a. Akud cast



hmotnosti baléna (vo forme séckov s pieskom) treba z baléna vyhodit, aby stipal
so zrychlenim a nahor?

Cyril chce byt rekordér a zabehnit 100 metrov za 9 sekind. Vypracoval
si aj plan svojho behu: Prvi polovicu ¢asu rovnomerne zrychl'uje, potom udrzi
tempo a je to! Akou rychlostou vbehne do ciel'a?

Do vane priteka voda z dvoch kohtitikov. Prvym z nich tecie voda s teplotou
12°C v mnozstve 7 litrov za mintdtu. Druhym pritekaji za mindtu 4 litre vody
s teplotou 60°C. Ak bol kohiitik so studenou vodou otvoreny 8 mintit, ako dlho
musi byt otvoreny kohiitik so studenou vodou, ak chceme ziskat’ vodu s teplotou

36°C?

Vrcholy §tvorca spojime kazdy s kazdym odporom velkosti R. Aky odpor
nameriame medzi protilahlymi vrcholmi tohto stvorca?

Aké maximalna cast’ retiazky dizky [ moze presahovat zo stola, aby sa este
nezoSmykla? Koeficient trenia retiazky o stoél je pu.

Na krabicke si styri svorky — 1, 2, 3, 4 a tri ziarovky — A, B a C tak, ako
na obrazku. Ak pripojime zdroj napitia medzi svorky 2 a 3, svieti ziarovka B.
Ak ho pripojime medzi svorky 1 a 3, svietia A a B, ak medzi 2 a 4, svietia B a
C. Nakreslite schému zapojenia. Vodice v skrinkdch maji nulovy odpor.

Cez kladku je prevesené lano na koncoch ktorého si zavesené telesa s hmot-
nostami m;, mso. Akou silou je napinané lano?

Objem bubliny pri vypldvani je 3-krat vicsi ako bol na dne jazera. AK4 je
hlbka jazera? Jeho teplotu uvazujte rovnaku v kazdej hlbke.

Cyklista stiipa do kopca so sklonom 5° maximélnou rychlostou 40 km/h.
Aké bude jeho maximalna rychlost, ak bude stipat’ do svahu so sklonom 20°7
Odpor vzduchu, bicykla ako aj valivé trenie kolies o vozovku zanedbajte.

Na obrazku je schéma kondenzatorov pripojenych k zdroju jednosmerného
napétia U. Vypocitajte napitie medzi bodmi A a B.
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Na prepravniku auta je nalozend bedna tvaru kvadra so stvorcovou podsta-
vou s dizkou hrany d a vyskou h. Ak4 je najviicsia hodnota tejto vysky, aby sa
bediia pri zrychl'ovani auta smykala, ale neprevracala? Koeficient trenia medzi
bediiou a podlozkou je p.

Do schémy na obrazku vkladdme na miesto odporu Rx odpory s réznou
hodnotou a meriame celkovy odpor medzi bodmi A a B. V akom rozsahu ich
nameriame — akd bude minimédlna a maximélna takto dosiahnutd hodnota?

2R R
A B
Ry
R 2R
Tarzan stoji na okraji brala a v rukdch zviera svoju lianu dizky R. Hipne
sa na nej tak, ze najniz&i bod jeho trajektorie je o h metrov nizsie ako bralo,

na ktorom Tarzan stdl. Aké musi byt najmensSia pevnost liany, pri ktorej tato
nepraskne a udrzi kral'a pralesa pri jeho lete? Hmotnost’ Tarzana je m.

Priehrada m4 vypusty umiestnené tesne nad dnom. Pri prietoku @ [m3/s] a
vypustoch otvorenych na polovicu siaha voda do vysky h. Aky najviacsi prietok
je schopny vydrzat’ bez ihony prierada, ktorej vyska je 2h?

Kolkokrat sa zmeni ndboj na kondenzdatore (5, ak sa kondenzator Cy pre-
bije?

C—— ——C,




Aky je pomer kinetickej a potencidlnej energie telesa, konajiceho harmonic-
ky kmitavy pohyb, v okamihu, ked’ je od rovnovaznej polohy vzdialené stvrtinu
amplitudy?

Aky najkratsi tiefi pocas roka vrha v Bratislave zapichnutd ty¢ s vyskou h?
Zemepisnd $irka Bratislavy je 6, sklon zemskej osi k rovine zemskej dréhy je a.

Négjdite vzdialenost’ taziska itvaru na obrazku od bodu A (stred obdlznika).

a

ole ™

a
2

Aké je potencidlovy rozdiel (napétie) medzi uzlami A a B na obrazku?

Zalomens ty¢ tvaru L s ramenami z rovnakého materidlu dzky a, b je
upevnend v koncovom bode ramena a tak, ze sa moze otacat okolo vodorovnej
osi, prechadzajicej bodom upevnenia kolmo na rovinu uréeni ramenami tyce.
Aky uhol zviera rameno a zalomenej tyce so zvislym smerom k rovnovaznej
polohe?
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Na vodorovnom povrchu stoja dve rovnaké kocky hmotnosti M. Medzi
kockami sa nachddza klin hmotnosti m s vrcholovym uhlom 2a. Vypocitajte
zrychlenia kociek. Trenie neuvazujte.

2o

Akou najvicgou rychlostou v moézeme prechadzat’ klopenou zéatackou? Po-
lomer zatacky je R, jej klopenie «, tiazové zrychlenie g a koeficient trenia o pod-
lozku je p.

Vel'ka gul'a je zhotovend zo skla s indexom lomu n = 2. Sedf na nej pavik.
V akej vzdialenosti (meranej po povrchu gule) od paviika sa moze nachadzat
mucha tak, aby ju paviik cez sklo nezbadal? Rozmery hmyzu zanedbajte.

Sialeny bungeejumper Herbert si vybral na skok lano s nezndmou dizkou
(meranou bez zataze). Skocil z mosta vo vyske h nad cestou. Lano ho ubrzdilo
iba tesne pred tvrdym dopadom na betén. Ked nim lano prestalo hompalat
hore-dole, iboziak Herbert ostal visiet’ vo vyske y nad cestou. Akd bola dizka
lana?

Vo vanicke je kruhovy otvor s plochou Sy. Doriho vlozime kuzel’ s plochou
podstavy S = 95 (obr.). Pri akej najviicsej hustote kuzela ho mézeme doliatim
vody zdvihmit? Hustota vody je py.

5=9S5;

Na valec je namotand nit, koniec ktorej je uchyteny na vrchu naklonene;j
roviny (obr.). Koeficient trenia valca o podlozku je u. Pri akej maximdlne;
hodnote uhla a valec nebude sklzavat’ dole po naklonenej rovine?



Po naklonenej rovine s uhlom sklonu o bol smerom nahor vystreleny puk.
Po urcitom ¢ase sa puk zastavil a zacal sa kizat nadol. Urcte koeficient trenia
1 medzi pukom a podlozkou, ak ¢as navratu puku do vychodiskového bodu je
n-krat vicst ako ¢as jeho vystupu.

Kyvadlo dizky [ zavesené v kabine lietadla vykondva malé harmonické kmi-
ty. Vypocitajte periédu malych kmitov T kyvadla, ak sa lietadlo pohybuje
v horizontdlnom smere so zrychlenim a.

V 1zkej sklenenej rirke vSade rovnakého prierezu a na jednom konci zata-
venej je vzduch uzavrety stlpcom ortuti dlzky ly. Ked je rirka v zvislej polohe
uzavretym koncom hore, dlzka vzdusného stlpca bude [;; ked’ je uzavrety koniec

dole, dizka vzdusného stipca bude l,. Akd bude dizka vzdusného stipca I5, ked
rirku s uzavretym koncom hore odklonime od zvislej polohy o uhol a?

Na voziku stoji valcova nddoba naplnend vodou do vysky h. V nddobe si
na protilahlych strandch dva rovnaké ventily s otvormi s plosnymi obsahmi S.
Jeden ventil je vo vyske h; nad dnom nddoby, druhy ventil vo vyske hy. Ak&
vel'ka sila F' a v ktorom smere musi posobit’ na vozik, aby sa nepohyboval, ked’
st obidva ventily otvorené.

Na sklenent dosticku s indexom lomu n dopadé svetelny li¢. Pod akym
uhlom dopadol, ked’ lomeny li¢ zviera s odrazenym li¢om na rozhrani uhol 7

Minimélna rychlost, ktorou strela prebije uchytentd dosku, je vg. S akou
minimélnou rychlostou prebije strela neuchyteni dosku? Hmotnost’ strely je m,
hmotnost’ dosky je M, gulka vleti do stredu dosky.

S akym najviicsim presahom mozeme na seba ulozit' styri tehly dizky 17
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Martinko sa vozi na kolotoci, jeho rychlost’ v sedacke zavesenej na tyci
dlzky [ je v. koloto¢ nemd vodorovni cCast’ ramien, lano je pripevnené priamo
k otdcajicej sa tyci. Akd je uhlova rychlost’ otacania kolotoca?

Kocka s dizkou hrany a je polozend na vodorovnej podlozke. Chceme ju
premiestnit’ do vzdialenosti a. Pri akom najviicSom koeficiente trenia medzi
kockou a podolozkou (1) vykondme pri tahani kocky po podlozke mensiu pricu
nez pri prevalovani?

Na vodorovnej podlozke si polozené 2 zavazia hmotnosti m spojené pru-
zinou tuhosti k. Zavaziu 1 udelime rychlost’ v smerom od zdvazia 1. Aky musi
byt koeficient trenia zdvazi o podlozku, aby sa zdvazie 2 pocas pohybu zdvazia
1 nepohlo?

m k m

<l

Na stole lezi gul'6¢cka hmotnosti m, ku ktorej je pripevnend pruzinka tuhosti
k. Pruzinku zacneme dvihat' za voI'ny koniec kolmo nahor rychlostou v. Najdite
maximalne predlzenie pruzinky pocas pohybu, ak jej pociato¢nd deformaécia bola
nulova.

V laske nestastny Mirko chce kameniom trafitt Janku a tak upitat jej po-
zornost. Janka stojf na kopci, jej vodorovnd vzdialenost od Mirka je [ a navyse
stoji o h vysgie ako on. Akou minimdlnou rychlostou musi Mirko hodit’ kameni,
ak ju chce trafit?

20 mindtova gramofénové platiia (20min=1 strana) sa otic¢a s periédou
3s. Polomer platne je 15cm, polomer vmitorného kruhu, ktory uz neobsahuje
drazky je 5 cm. Priblizne akid drahu prejde ihla po drazkach platne, ak poc¢ivame
celi 1 stranu?

Druzica obieha okolo Zeme po kruhovej drdhe vo vzdialenosti R od jej
stredu. Narazi do nej meteorit s hmotnostou desatkrat mensou ako je hmotnost
druzice tak, ze jeho rychlost’ je kolmé na jej, pritom v druzici uviazne. Nova



drédha druzice sa priblizuje k stredu Zeme na najmensiu vzdialenost R/2. Aka
bola rychlot’ u meteoritu?

Dve zavazia s hmotnostami m a 2m st spojené pruzinou tuhosti k, ktorad
m4 na zaciatku pokojovi dlzku. Udelime im rychlosti vy, v5 tak, ako na obrazku.
Aké bude maximalne predlzenie pruziny?

m 2m

Traja psy sa hraji na nahanacku: postavia sa do rovnostranného trojuhol-
nika s dizkou a, ktorého vrcholy oznacme 1, 2, 3. Pes 1 bezf vzdy na psa 2, pes 2
vzdy na psa 3 a pes 3 vzdy na psa 1. Za aky cas sa stretni v strede trojuholnika,
ak kazdy bezi rovnakou rychlostou v?

Na horizontédlnej rovine lezia dva kliny s uhlami sklonu o = 45°, kazdy
hmotnosti M (vid. obr.). Z vysky hg volne padd gul6cka hmotnosti m, kto-
rd narazi najprv na Sikmu plochu jedného klina a odrazi sa vartikdlne nahor.
Néjdite vysku, do ktorej guldcka po tomto ndraze vystipi! Predpokladd sa, ze
obidva ndrazy su pruzné a Ze trenie medzi klinmi a rovinou mozno zanedbat.

m

Majme nabity kondenzdator kapacity Cy s napdtim Uy. Pripojime ho k ne-
nabitému kondenazdtoru kapacity €. Potom ho od kondenzdtora C; odpojime
a pripojime ho k nemu ,,opacne”, t.j.prehodime drotiky. Urcite vysledné napétie
na kondenzatore Cj.



Kapitola 2

RieSenia

Budeme tiuto tlohu riesit’ pre vseobecné zrychlenia a;, as. Zo zadania
vyplyva, Ze

F = myaq, (1)
F = Moas. (2)

Ak zrychlenie spojeného telesa ozna¢ime a, potom plati

F= (m1 + mg)a- (3)
Thito ststavu mozeme riesit’ tak, ze rovnicu (3) upravime pomocou (1) a (2) na
tvar
F F
F = <— -+ —) a,
ar Q2
odkial
12
o=-—2122 _ — m/s?
aj + as 7

Uvahu treba zacat’ mackami 3 a 4. Aby boli tieto v rovnovéhe, musi platit,
ze momenty sil si v rovnovihe, teda ms-1/3 = my-2l/3, a pre pomer hmotnosti
plati ms = 2my. Teda l'avd macka musi byt 2-krat tazsia ako pravd. Analogicky
ms = 2(m3 + my) = 6my. A konetne my = 2(my + ms3 + my) = 18my.

Ak sa ddme do vztaznej sistavy spojenej so stenou, bude sa ndm zdat, ze
sa gulicka pohybuje proti ndm rychlostou 5m/s. Kedze je stena vel'mi tazks,
neprejavi sa na nej naraz gulicky a kedze je zrdzka dokonale pruzné, bude sa
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gulicka v nagej vztaznej sustave nad’alej pohybovat’ rychlostou 5m/s, ale teraz
to bude smerom od steny. Ak chceme znova prejst’ do vztiaznej sistavy spojenej
so Zemou musime k rychlosti gulicky, este pripocitat rychlost’ steny. Preto je
rychlost’ gulicky, po odraze od steny vo vztaznej sistave spojenej so Zemou,
8m/s.

Ak balén klesa nadol, je zrejmé, ze gravitacnd sila prevazuje nad silou F,
ktora nadlahc¢uje balén. Pre silu F' moézeme pisat:

Ma = Mg — F. (1)

Ak naopak balén stipa, prevazuje nadlah¢ovacia sila F' nad gravitacnou. Este
si treba uvedomit’, ze odhodenim sackov sa nezmeni nadlahc¢ovacia sila F' a ze
odhodené sdcky mali hmotnost’ m a preto ma balén teraz hmotnost M — m.
Potom:

(M —m)a=F — (M —m)g. (2)
Riesenim rovnic (1) a (2) dostdvame

2Ma
m = .
a—+g

Oznac¢me zrychlenie Cyrila pocas prvej polovice ¢asu a, podla zadania
sa nemeni. Celkové trvanie behu je ¢, preto pocas prvej polovice tohto ¢asu,
beziac rovnomerne zrychlene (vzorec s = 1/2aT? pozname), prejde Cyril drahu
s1 = a(t/2)?/2 = at*/8. Ak oznacéime jeho rychlost na konci tohto ¢asu v,
zrejme musi platit v = at/2. Ak toto dosadime do vyjadrenia s;, dostaneme
s1 = vt/4. Zvysnui cast casu bezi Cyril podla zadania nezmenenou rychlostou
do ciela. Ubehne takto drahu sy = vt/2. Spolu teda prebehol dréhu 3vt/4,
¢o md byt vytycenych 100 metrov pri ¢ase t = 9s. Preto je jeho rychlost’ pri
prebehnuti cielovou pédskou (je rovnd v, prirodzene) rovnd v = 400/27 m/s.

Ak je studeny kohtitik otvoreny 8 mimit, v nddrzi ziskame 7 - 8 = 56 litrov
studenej vody s teplotou 12°C. Ozna¢me ¢as, pocas ktorého je potrebné napus-
tat’ tepli vodu t. Spolu zan natecie 4t litrov vody s teplotou 60°C. Vysledna
zmes méd mat teplotu 36 °C. Pritom musi platit’ zdkon zachovania energie (v slo-
vach fyziky 2. ro¢nika gymndzii kalorimetrickd rovnica) — teplo odovzdané teplo
vodou musi byt’ rovné mnozstvu tepla prijatého studenou vodou. Teda mbzeme
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zapisat’ rovnicu

56(36°C —12°C) = 4t(60°C —36°C),
56 - 24 4t - 24,
t = 14 min.

N4&s stvorec s pospdjanymi vrcholmi je na obrazku. Vidime, ze ak pripojime
napétie k vrcholom A a C' (tak, ako to robime pri merani odporu medzi tymito
vrcholmi), napétie medzi vrcholmi B a D bude nulové. Ti, ¢o to nevidia na prvy
pohlad si mézu predstavit prid tecici z bodu A. Cast z neho sa vyberie priamo
do bodu C, ¢ast’ sa rozhoduje medzi te¢enim cez vrcholy B a D. Z pohl'adu pridu
nemad ani jeden z vrcholov ziadnu vyhodu, obe cesty st uplne rovnocenné, preto
oboma smermi tecie rovnako velky prid. Ten ked’ pride do vrcholu B, resp. D,
opat’ nemd dovod tiect do D, resp. B — je nejaky doévod, preco by mal tiect’
prave z B do D? Ak &no, preco nefunguje to isté zdévodnenie pre zrkadlovo
symetrickid cestu z D do B? Preto vetvou BD obvodu netecie prid.

Mozeme teda spojenie BD z obvodu odstranit. Ostane ndm jednoduchd para-
lelnd kombinécia odporov 2R, R a 2R tak ako na druhom obrdzku. Jej odpor
uz ur¢ime lahko
11 N 1 N 12
Rx 2R R 2R R
Hladany odpor medzi protilahlymi vrcholmi $tvorca je preto Rx = R/2.
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Aby bola retiazka v pokoji, musi sa gravitacnd sila pdsobiaca na jej previsa-
jucu cast, prdave rovnat’ trecej sile, posobiacej na neprevisajicu cast’ retiazky.
Zapisané do rovnice

Fe =F,.

Ak nastane rovnovazny stav, ked’ retiazka previsa o xq, piSeme pre dand rovnicu
(zavedieme dlzkovi hustou retiazky A = 72 = ;2

mog = pV.
N je normalovd sila podlozky na retiazku. A ked’ze sa retiazka v tomto smere
nepohybuje, je rovna tiazovej sile jej neprevisajice] casti:

meg = pmag,
ATog = pA (l - 350) 9,
ul
g = —.
0 L+ p

Podl'a zadanych podmienok zostavime schému na obrézku. Je 'ahké overit),
Ze splita podmienky zo zadania tlohy.

2 3

N

Oznac¢me 7T silu napinania lana, a zrychlenie sistavy v smere tazsieho
telesa. Pre obe telesd zapiSeme pohybové rovnice:

GOty

mig — T = —ma,
meg —1T = maa.
2mimo

Riesenim rovnic dostdvame T' = ————
my + mg

Proces vypldavania bubliny na povrch budeme povazovat za izotermicky dej,
kapilarny tlak budeme povazovat’ za zanedbatelny. Pri dne mé vzduch v bubline
tlak po + hpg, na hladine len atmosfericky tlak py. Potom podla stavovej rovnice

plynu
(Po + hpg)Vi = poVa
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S uvdzenim V5 = 3V; dostdvame h = 2;;; ~ 20 m.

Ozna¢me v hl'adanid rychlost. Ak sa cyklista pohybuje rychlostou u do
kopca so sklonom «, znamend to, Ze jeho rychlost’ vo zvislom smere je wsin a.
Této rychlost’ bude zrejme v oboch pripadoch rovnakd, pretoze predpokladame,
ze v oboch pripadoch cyklista slape s rovnakym vykonom. Méme teda

40km/h - sin 5° = vsin 20°.

sin H°
s = =10 km /h.
Z ¢oho v = 40 km /h o0 10 km/

Ak mame vo vSeobecnosti za sebou zaradené kondenzatory Cy a Cs, na
nich sa nachddza rovnaky néboj ). Napétie na nich je potom Q/Ci a Q/Cs a
teda pomer napéti na prvom a druhom napéti je Cs : C;. V naSom pripade sa
napétia na hornej vetve delia v pomere 1 : 1, napétia v dolnej vetve sa delia
v pomere 2 : 1. Oznatme X je pravy uzol v hornej vetve. Potom Ux4 = U/2,

UXB = 2U/3 a nakoniec UAB = UXB_UXA = U/6

Tazisko prazdnej kvadrovej bedne vysky h sa nachddza vo vyske h/2. Pri
zrychl'ovani auta na bediiu posobi zotrvacéna sila F; = ma prave v tomto tazisku,
rovnako ako tiazova sila G = mg. Bedna sa za¢ne prevracat’ vtedy, ak moment
zotrvacnej sily My = Fzh/2 je vicsi ako moment tiazovej sily posobiacej na
bediitu Mg = Gd/2, teda ak (po tprave) a > gd/h.

>
a 1

Bediia sa zacina po dlazke auta §mykat’ az od istého jeho zrychlenia a. To je dané
tym, ¢i trecia sila posobiaca proti takémuto jej pohybu prevysi vel'kost’ zotrvacnej
sily. Ak Fy > Fr = mgu, bediia sa zatne smykat. Upravou dostaneme a > gu.
Ak je toto a menSie nez ohranicenie zistené pri skimani prevracania bedne, t4 sa
skor za¢ne Smykat’ nez prevracat. Teda dostdavame pre neprevracajiicu sa bediu
nerovnost’

d d
gu<g—:>h<—.
h It

Pri splnenit tejto podmienky sa bedna skor §myka nez prevracia.



14

15.| Hladané rozmedzie ndjdeme najjednoduchgie ivahou. Zrejme najmensi od-

por mozeme namerat’ vtedy, ked cestu pridu cez schému ¢o najviac ulahéime,
ak nami zapojeny odpor Rx bude mat’ ¢o najmensiu hodnotu. Tou je Rx = 0(2,
obrazok takejto schémy je nakresleny na prvom obrazku. Tu sme navyse vyuzili,
ze ked’ bude odpor Rx nulovy, moézeme spojit’ uzly obvodu tak ako na obrazku.
Vidime, ze tato schéma je vlastne zapojenim za sebou dvoch paralelnych kom-
binacii odporov R a 2R. Tie maji obe odpor Ry = R-2R /(R + 2R) = 2R /3,
vysledny odpor Ry, je preto Ry, = 4R/3.

.....

Ak chceme cestu pridu ¢o najviac stazit, volime odpor Ry ¢o najvacsi. Takymto

je zapojenie, ked’ medzi uzly siete nezapojime vobec ni¢, odpor bude nekoneény
(pozri obrézok). Teraz ide o jednoduchu paralelni kombingciu dvoch odporov
s hodnotou (R + 2R) = 3R, teda Rpy.x = 3R/2.

Otédzkou, je ¢i liana, namdhand odstredivou silou, udrzi Tarzana. Kritic-
ké to je prave v najniz§om bode trajektoérie, pretoze tam mé Tarzan najvicsiu
rychlost’ (a tym pdadom natiho posobiaca odstredivd sila je tiez najvicsia). Na-
vySe prave tam je posobiaca odstredivé sila rovnobeznd s Tarzanovou tiazou a
skladd sa s niou bez strat. Skimajme preto okamih, ked’ sa Tarzan nachddza
v najnizsom bode svojej trajektorie.

Velkost' spominanej odstredivej sily ur¢ime ako zvycajne vztahom Fp =
mv? /R, kde zrejme R je dizka liany, m hmotnost Tarzana, v jeho rychlost v naj-
nizsom bode. T uréime pomocou zdkona zachovania energie, podl'a ktorého sa
potencidlna energia premiena na kinetickid. Najnizsi bod oblika je podla zada-
nia nizsie o h oproti zac¢iatotnému bodu. Preto je zmena potencidlnej energie
AEp = mgh. Zmena kinetickej energie je AEr = mv?/2 (na zaciatku skoku
Tarzan stédl, nemal Ziadnu kineticki energiu). Preto mv? = 2mgh. Dosadenim
do vztahu pre Fp mame Fp = 2mgh/R. Aby liana nepraskla, musi byt’ tdto sila
v stcte s Tarzanovou tiazou mg mensia nez hl'adanad pevnost’ liany 7', teda

2
Fo+mg§T$mg(Eh+l) <T.

Skiimajme najskor situdciu pri priepustoch otvorenych na polovicu. Oznac-
me ich plny prierez S. Rychlost’ vytekajicej vody bude podl'a zndmeho vztahu
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v = +/2hg, kde h je vyska vody a g je tiazové zrychlenie. Celkovy objem vy-
tekajuicej vody je podla zadania v tomto okamihu ). Pritom plati Q = vS/2,
preto S = 2Q/+/2hg. Maximdlny udrzatelny prietok sa dosiahne pri tplne na-
plnenej nadrzi, ked’ bude vyska vody 2h. Vtedy bude opit Q' = S’v’, dosadenim
predchadzajicich vztahov a toho, ze priepusty su otvorené naplno, teda S’ = S,
dostaneme vysledok

b e 20 — _
Q_SU_Vﬁ?mzh_Q2%Z

Sustavu kondenzdtorov mozeme na zaciatku nahradit’ jednym kondenza-
torom s kapacitou C; + Cs. Nech na zaciatku je na kondenzdtore Cs5 ndboj Q).
Néboj rovnakej velkosti musi byt (pri sériovom zapojeni kondenzatorov maju
tieto vzdy rovnaky néboj, to ¢o je na platni jedného, musi byt na platni suseda
s opacnym znamienkom...) aj na platniach spojeného kondenzatora s kapacitou
C1 + Cs. Pre napitia v obvode potom plati

Q Q

= U 1
it G, O (1)

Ked sa kondenzdtor Cy prebije, na kondenzatore C3 bude iny ndboj Q' a pre
napéitia bude platit’

Q  Q

R 2

e 2)
Riesenim rovnic (1), (2) dostdvame

Q' Ci(Ci+ G+ Cy)

QR (Ci+Cy)(Ch + Cy)

Celd energia, ktora sa skladd z kinetickej a potencidlnej, sa pocas pohybu
nemeni, sa da vyjadrit v tvare % mA?, kde A je amplitida pohybu. Teda

1
5mﬁ=¢%+gr

V okamihu, ked’ je teleso vzdialené stvrtinu amplitidy, je £, = % m (%)2. Z toho
vyplyva, zZe

1 1 AN? 15
E,=-mA2—-m|[Z) == mA2
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Ateda B, : E,=15:1.

Ak sme na severnom péle (6 = 90°), mame severny pol (Polarku) stéle
nad hlavou, naopak na rovniku ju vidime na horizonte. Vo vSeobecnosti pri
zemepisnej sirke § ju vidime vo vyske § nad obzorom (v stupiioch). Na obrézku
je smer k Poldrke vyznaceny &ipkou. 7 obrizka vidiet, ze vyska rovnika nad
obzorom je 90° — §. Teraz k tomu prirdtajme sklon zemskej osi k rovine jej
obehu (). Ten sposobuje, ze Slnko je pocas roka striedavo raz nad, raz pod
rovnikom, najvécsia jeho vzdialenost’ je pritom prave a. Preto najvicsia vyska
Slnka nad obzorom v Bratislave je v = 90° + a — §. Zrejme prave vtedy vrhg
ty¢ najkratsi tien.

Ozna¢me hl'adand najmensiu dizku tiefia d, z obrazka plynie, ze plati [/d =
tgy = tg(90°+a—0). Pomocou vlasnosti goniometrickych funkcif (tg(90° —¢) =
ctg p, tg = 1/tg)mdzeme tento vysledok upravit’ do tvaru d/l = tg(6 — ),
odkial uz je jasné, ze hPadans minimalna dizka tiena splia vztah d = [ tg(6—a).

Na prvy pohlad, by sme na vypocet taziska potrebovali poznat’ aj polohu
taziska polkruhu. Pouzijeme v8ak trik, ze ak cely utvar doplnime na symetricky:

T A
<z ?’

potom jeho tazisko bude v bode A. Teda inymi slovami momenty gravita¢nych
sil poévodného tutvaru a doplneného kruhu si vzhl'adom na bod A rovnaké. Plo-
cha povodného titvaru je ab, plocha doplnen¢ho kruhu je 7(b/2)?, potom pre

momenty sil plati
b\’ a
b-x= =
ab-x =T < 2) 5

odkial’ dostdveme, ze tazisko je od bodu A je vzdialené o x =

b
T

Ozna¢me z prud prechddzajici odporom medzi bodmi A, B. Z Kirchhof-
fovych zdkonov pre priudy ndm teraz plynie rozdelenie pridov tectcich v obvode
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také, ako na obrédzku (sucet pridov veddzajicich do kazdého uzla musi byt rovny
sictu pridov z uzla vychddzajucich).

Poslednym krokom rieSenia je zapisanie posledného Kirchhoffovho zakona — pre
napétia. Podl'a neho musi byt v kazdej zo sluciek obovodu sticet napéti zdrojov
rovny stctu tibytkov napitia na odporoch. V nasom obvode zdroje nie si, preto
musi byt sticet tdbytkov napéti na odporoch rovny nule. V rovnici to mézeme
zapisat’ v tvare

Upa+Uap +Upc +Ucp = 0,
le+3(14+2)+1(-1+2z)+2(-2+2) = 0.

Upravou poslednej rovnice dostaneme 2 = 2/7 A. Zrejme je potom napiitie medzi
uzlami AB rovné Upp =2 -1Q =2/TV.

Podmienka rovnovihy vyzaduje, aby

(a) bol vektorovy sucet vsetkych sil posobiacich na teleso rovny nule

(b) bol sti¢et momentov vsetkych sil vzhladom na 'ubovolny bod rovny nule
Podmienka (a) je splnend tym, Ze tiez tyce je kompenzovand upevnenim tyce
v bode O. Podmienka (b) bude splnend, ked’ tazisko, bude lezat na zvislej
priamke prechadzajicej bodom upevnenia.

O
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Mozeme si teda vypocitat’ polohu taziska a z toho uhol odklonu, alebo si hned’
napiseme podmienku rovnosti momentov (momenty, ktoré sposobujui jednotlivé
ramend, pocitame vzhl'adom na bod O)

TaFa - T’be,
b
g sina F, = (5 —atga) cos o Fy.

Sily F, a Fy su tiazové sily jednotlivych ramien, teda F,/F, = a/b. Riesenim
tychto rovnic nakoniec dostdvame

b2

tga = ————.
g« a? + 2ab

Na kocku posobi zo strany klinu pdsobi na kocku sila N. Taka ista sila
opacného smeru posobi zo strany kocky na klin. Na obrazku si zndzornené sily,
posobiace na jednotlivé telesa:

Newtonova pohybova rovnica pre klin ma v zvislom smere tvar
mg — 2N sina = ma’, (1)

kde a’ je zrychlenie klinu. Pre kocku budeme pisat’ pohybovi rovnicu vo vodo-
rovnom smere:

N cosa = Ma, (2)

kde a je zrychlenie kocky. Zrychlenia a a a' nie si nezdvislé, ale si viazané
vztahom

a=dtga. (3)
Riesenim rovnic (1)—(3) dostavame

mgtg o
a= :
m + 2M tg? o
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Na teleso pohybujtice sa po klopenej zatécke posobia sily tak, ako na obraz-
ku. Zlozky sil G = mg a Fo = mv*/R kolmé na podlozku vytvédraju pritlacmi
silu Fy, ktorej velkost je Fy = Gcosa + Fysina = mgcosa + mv?sina/R.
Vonku zo zéatacky je teleso vyndsané rozdielom zloziek sil G a Fp, ktoré sui
rovnobezné s podlozkou. Oznac¢me ich vyslednicu Fly, z obrdzka vidiet, ze ma
velkost Fx = Fp cosa — G sina = mv? cos a/ R — mgsin a.

Zatackou prejdeme bez tihony iba ak trecia sila Fr dand pritlacnou silou telesa
k podlozke (Fr < pFy) staci kompenzovat silu Fx. Dosadenim a tpravou
dostaneme

mu? mu? .
0 ?smaqtmgcosa > Tcosa—mgsma,
COosS (v — SIn «
< gRM

cosa — psina

Posledna nerovnost’ uddva obmedzenie pre rychlost’ prechodu zatackou, teda
hladani maximélnu rychlost’ (¢i skér jej druhd mocninu...).

Mucha na guli sa sprava ako bodovy zdroj svetla: do v8etkych smerov z nej
vychddzaju svetelné lice. Kazdy z licov, ktory dopadd na gulu, na nu dopada
pod uhlom dopadu 0 < a < 90°.

Podl'a zdkona lomu pre uhol lomu § plati

sin «v . sin av
- =n=sinf = .
sin 3 n
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1
Ak uvdzime, ze sina € (0,1), Taho zistime, ze § € ( 0, arcsin (—)), 0 e
n

(0,30°). Pavik teda muchu nezbadd, ak uhol stred gule—paviik—mucha bude
mensi ako 30°. Ked’Ze trojuholnik mucha — paviik —stred gule je rovnoramenny,
plati, ze uhol mucha—stred gule—pavik je m — 23. a teda pren plati, ze je
z intervalu (O, %7r> . Hladand vzdialenost’ je teda z intervalu (0, %WR> . Ostéva
eSte overit), ¢ vsetky lidce vo vmiitri gule po dopade na rozhranie gula — sklo
naozaj vstupuji do vzduchu a si teda zachytitelné paviikom. Mohol by totiz
nastat’ pripad, ze by sa niektoré lice odrazili spat’ do gule, ¢o by potom znacne
skomplikovalo d’alsf vypocet. V tomto pripade vsak vsetky lice skutocne vyjdi
von z gule bez d’alsich odrazov.

Ozna¢me hladani dizku lana v pokoji I. Zo zadania plynie, ze lano sa
pocas skoku natiahlo na maximalnu dizku h. Vtedy sa vietka Herbertova energia
Ep = mgh (m je jeho hmotnost) premenila na potencidlnu energiu pruznosti
lana Fy, = kx?/2, kde x je predizenie lana, teda = h—1[. Zo zdkona zachovania
energie plynie, ze sa tieto dve energie naozaj musia rovnat (energia sa nemala
kam stratit!), teda
5 2mgh

(h—=10)" = Pt
Nakoniec ostal Herbet visiet’ y metrov nad cestou. Vtedy boli v rovnovédhe sily
nantho posobiace, teda mg = k(h — [ — y). Toto mdzeme priamo dosadit’ do
predchadzajiicej rovnice a dostaneme

2, 2k(h—1—y)h

(h 1) k

— B2 — hl — yh,

¢o je kvadratickd rovnica pre . Upravou dostaneme 2 — hl + yh = 0, rieSenia st

| hE VR dyh
_ . |

Zrejme ta vicsia zo ziskanych dlzok je vacsia nez vyska mosta. Téd nema fyzikalny
zmysel, pretoze s takymto lanom sa Herbert obticha o zem. RieSenie je teda
jediné, to so znamienkom minus.

Kuzel sa zacne dvihat vtedy, ked’ tiazova sila sa vyrovna vztlakovej sile.
Najvicia hodnota vztlakovej sily bude v okamihu, ked’ hladina vody bude zarov-
no s podstavou kuzela. Ak hustota kuzela je p a jeho vyska h, potom tiazova
sila je rovna

1
= = Shpg.
G 3Spg
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Pri vypocte vztlakovej sily postupujeme nasledovne: oznac¢me ¢islom 1 cast
kuzel'a vo vanicke a ¢islom 2 cast’ kuzela mimo vanicky.

Vztlakova sila nie je rovnd Vip,g (V1 je objem casti 1), to by bola len v pripade,
keby cast’ jedna bola obklopend vodou aj zdola. V pripade, keby zdola este
posobila voda silou S(h — hg)pyg, potom by bola vyslednica rovna V;p,g. Kedze
ale zdola voda neposobi, je vysledna vztlakova sila rovnd Vip,g — S(h — ho)pyg-
Toto je ekvivalentné tomu, ako keby sa za objem v zndmom vzorci V pg uvazovala
len vysrafovand cast. A teda vyslednd vztlakova sila je rovnd

1 1
sz = § Sh - 5 Soho - SO(h - ho) Pog-

Vysky h a hg si zviazané vztahom

B Sy

h? S’
Z rovnosti F,, = G a uvdzenim S = 95 nakoniec dostdvame

20

Aby bola dand sustava v rovnovahe, musi byt sicet vSetkych sil na 1iu péso-
biacich rovny nule a rovnako sticet momentov tychto sil vzhl'adom na 'ubovolny
bod musi byt rovny nule.
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Na valec posobia dohromady &tyri sily: gravitacna sila Fg, trecia sila F, = Ny,
normalova sila N a sila tahu lana F'. Momenty sil budeme pocitat’ vzhl'adom
na bod A, aby nam hned vypadli normdlova a trecia sila, ktorych moment je
vzhl'adom na tento bod nulovy:

mgRsina — 2RF = 0. (1)

Podmienkou rovnovéahy je okrem nulového vysledného momentu sil aj nulovy
sticet sil. Ten zapisany pre smer kolmy na podlozku mé tvar

N —mgcosa =0 (2)
a v smere rovnobeznom s naklonenou rovinou
mgsina — Ny — F =0. (3)
Riesenim rovnic (1)—(3) dostdvame o = arctg2p.

Pri pohybe telesa nahor, resp. nadol nafi pésobia tri sily: gravitacna ﬁg,
normalova N a odporova F,.
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Kedze sa teleso pohybuje len v smere naklonenej roviny ma normalova sila préve
velkost’ kosinusovej zlozky gravitaénej sily (pre odporovi silu preto plati F, =
uN = pFgcosa): Teda pri pohybe nahor posobi na teleso sila

F = Fgsina + pFgcos a,

pricom sposobuje spomalenie:

a; = g (sina+ pcosa). (1)
Pri pohybe nadol to bude:
F = Fgsina — pukFgcosa,
az = g(sina—pcosa). (2)

Draha, ktord prejde teleso pri pohybe nahor, je rovna

1 1
s = vot] — 5 at] = 5 ait] [s uvdzenim vy = aty].

Pri pohybe nadol prejde teleso drahu

s = B agtg.
Tieto drahy su rovnaké, teda
1 1
5 alt% = 5 Clgtg. (3)

Pomocou rovnic (1), (2), (3) a s uvdzenim nt; = t dostdvame

n?—1

n24+1

n= tg a.

Vztah pre periédu kmitov v gravitaénom poli Zeme pozname:

T =2m i
g

Na rieSenie tohto prikladu si staci dobre uvedomit’ ¢o tento vztah znamen4.
A sice, mame kyvadlo dlzky [, ktorého periéda v gravitacnom poli s gravitac-

nym zrychlenim g je T' = 27r\/% . Keby sme teda mali kyvadlo na Mesiaci a
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vykondvalo by malé kmity. Jeho periéda by bola T = 27\/2 , kde a je gra-
vitacné zrychlenie na Mesiaci. V lietadle sme tiez akoby na nejakom mesiaci,
ktorého ,efektivne” gravitacné zrychlenie je /g% + a? (lebo na kyvadlo posobi
gravitacné zrychlenie g a zotrva¢né zrychlenie a, ktoré je kolmé na gravitacné).
Vyslednd periéda kmitov kyvadla v lietadle teda je

T—or |
/92+a2

Ozna¢me atmosfericky tlak b a prislusné tlaky uzavretého vzdusného stipca
v prvej a druhej polohe p; a py (vid. obr.)

.
L
||, ° l ,,,,,
A ly
i
L/

Potom st v rovnovaznom stave splnené vztahy:

p1+lopg = b,
b+lopg = pa.

Za predpokladu, ze teplota vzduchu sa pocas pokusu nemeni a kapildra ma vsade
rovnaky prierez, podl'a Boylovho-Mariottovho zdkona

p1V1 = p2V2;
alebo
(b —lopg) Sly = (b + lopg) Sla,

odkial
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Tym istym sposobom budeme pokracovat’ aj d’alej len hydrostaticky tlak treba
upresnit’ o uhol a. Takze

psVs = piV,
(b—lgpgcosa) Sl3 = (b—lypg) Sl;.

Odkial’ vychéadza

b—lopg

s =1 :
’ 1b—l0pgcosa

a spolu s (1) dostaneme:

20514
[1 (1 —cosa)+1s(1+ cosa)

ls =

Predpokladajme, ze prvy otvor je v nizsej vyske ako druhy hy < hy. Za
cas At z prvého otvoru vytecie V; = Sv; At metrov kubickych vody. Obdobne
z druhého otvoru V5, = SvsAt. Vyslednd hybnost’ vody potom bude

Ap = mqvy — mave = pVivy — pVovs = pS (v% — v%) At. (1)

Pre silu, ktord pohéana vozik, podla Newtonovho zdkona plat{

Ap
F:Kt:pS(vf—vg). (2)

Z Bernoulliho rovnice (p+ % pv? =konst, kde p je v nasom pripade hydrostaticky
tlak) dostaneme pre rychlosti vytoku

vi=2g9(h—h) vy =2g(h—hy). (3)
Dosadime (3) do (2) a upravime :
F =pS[2g(h—h1)—2g(h—h2)] =2gpS (ha — hq) .

To je velkost' sily, ktord rozbieha vozik. Ak chceme, aby sa nepohyboval, musime
posobit’ rovnako vel'ou silou na strane ventila, vo viicsej vyske.

Ked' svetelny li¢ dopadd na rozhranie pod uhlom «, odraza sa pod uhlom
a1 = « a lame sa pod uhlom 3, pre ktory podla zdkona lomu plati:

sina = nsin (.
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Odrazeny lu¢ zviera s lomenym uhol v, preto podl'a obr. je splnend rovnica

B=m—(a+7).

Dosadenim do zdkona lomu dostaneme:

sina = nsin[r — (a+7v)],
sina = nsin(a+7),
sina = n(sinacosy+ cosasiny).

Co po vydelenf cos a dava

tga = n(tgacosy+siny),
tga = nsiny
1 —ncosvy

n sin y

Svetelny li¢ teda dopadol pod uhlom « = arctg — o

Ked je doska uchytend, celd jej kinetickd energia sa premeni na energiu
potrebni na prebitie dosky. Cize ak si tiito energiu oznacime A, mozeme pre fiu
napisat’

A= %mvg. (1)

Ked doska nie je uchytend, cast’ z kinetickej energie strely sa premeni aj na
kineticki energiu dosky. Rychlost’ ktorou strela prebije neuchytenti dosku si
uznacime v;. Skor nez zapiSeme ZZH, si treba uvedomit), ze gulicka v doske
ostane, ¢ize (rychlost dosky po jej prebiti je u)

mvy = (M +m) u. (2)

Dalej podl'a zdkona zachovania energie:

1 1
§mvf:A+§(M+m)u2. (3)
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Riesenim rovnic (1), (2), (3) dostdvame hl'adand rychlost’ v;:

/ m
V1 = Vg 1—|—M

Oznacme presah druhej tehly nad spodnou [y, presah tretej tehly nad
druhou [, a presah stvrtej tehly nad tretou 3. Potom celkovy hladany presah
bude [1+1>+13. Zakladnd myslienka riesenia je, Ze tehly budeme ,,ukladat” zhora.
Najskor ,polozime” (do vzduchu) horni tehlu. Ako moézeme pod 1u podlozit
tehlu tak, aby nespadla? Zrejme hornd tehla méze prec¢nievat’ do polovice. Teda
I3 = 1/2. Ideme podlozit’ druhti tehlu pod tretiu. Zrejme ju mozeme podlozit
tak, aby tazisko dvoch tehdl nad fiou bolo presne na hrane:

T

Ked7ze tazisko hornych dvoch tehdl lezi v strede”, odtial I, = [/4. Tazisko
troch tehdl ur¢ime z rovnosti momentov tiazovych sil: mg(l/2 — l3) = 2mgls.
Odtial' I3 = 1/6. A teda celkovy presah je rovny I + s + I3 = 11/121.

Nech m je hmotnost’ Martinka, a je uhol ktory zviera lano so zvislicou. Na
Martinka posobia 3 sily: Tiazovd (F,), odstrediva (F},) a reakend sila lana (F).).

Uvedomme si, Ze vodorovna vzdialenost’ Martinka od osi otdcania je r = [ sin av.
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Pre jednotlivé sily teda plati:

F, = mg, (1)
mu?

= (2)

Isina’

o

Velkost’ sily F). nevieme priamo vyjadrit. Vieme vsak, ze vietky 3 sily musia byt
v rovnovdahe. To ale znamen4, Zze

F,
~° —toa. 3
F, g (3)

Uhlova rychlost’ sivisi s obvodovou podl'a vztahu:
wlsina = v. (4)

Thto sustavu teraz vyriesime: 7Z (3) a (4) vyjadrime F, a dosadime do (2).
Dostdavame tak dost’ odpornt rovnicu, ktoru treba zriegit:

mvz

mgtgoa = ———.
[ sin o

Vyuzijeme pritom, ze

sin « 9
tga = , cosa=V1—sin"a.

CoS &

Upravime a dostavame trosku menej odporny vztah

v v

Sin4Q+SiH2&W—@ :O

Pouzijeme substitticiu
sinfa =2, —— =5.

A dostdvame celkom prijemni kvadratickd rovnicku. Uvédzime ktory z jej 2
korenov moze byt redlny vysledok nasej tilohy a mame:

\/\/62+4bb
5 :

sina =

Potom dosadenim do (4) a drobnymi dpravami dostavame

gv/2
VT B — 02

w =
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Pri prevalovani spotrebujeme energiu na to, aby sme tazisko kocky zdvihli

z vysky a/2 do vysky v/2a/2, ¢o je, ako z Pytagorovej vety I'ahko zratame,

maximalna vyska do ktorej sa tazisko kocky dostane. Ak m je hmotnost kocky,
a

tak vykonand préaca je rovna W; = 5 (\/§ — 1) mg. Pri tahani posobime na

dizke a silon mgp , vykondme teda pracu Wo = mgua. Porovnanim Wy, Wy

zistime, ze ak p < , kocku sa nam oplati tahat.

Predpokladajme, ze zavazie 2 sa pocas pohybu zdvazia 1 skuto¢ne nepohne.
Zavazie 1 bude vykondvat ¢osi ako tlmeny kmitavy pohyb. Najvicsou silou bude
na druhé zavazie posobit’ vtedy, ked prvykrat dosiahne maximélnu vychylku
smerom od tohto telesa. Zratajme teda, v akej vzdialenosti [ od svojej povodne]
polohy vtedy bude. Pouzijeme na to zdkon zachovania energie, podl'a ktorého
plati

mu?

1
“k® + Imgp = ——
SkE +Imgp = ——,

kde u je koeficient trenia zdvazi o podlozku, kI?/2 je energia napnutej pruziny,
Imgp praca trecej sily. VyrieSime tito kvadratickd rovnicu, pricom ustdime,
ktory z jej dvoch koreiiov md zmysel. Dostdvame tak po tprave

—mgp 4/ (mgp)? + kmo?

| =
k

Na zdvazie 2 bude vtedy posobit’ sila [k, to sa nepohne, ak [k < mgu. Po
dosadeni:

—mgp + \/ (mgp)” + kmv® < mgy,

< kv?
o= 3mg?

Pruzina zacne dvihat teliesku v okamihu, ked’ kzo = mg, kde g je predize-
nie pruziny v danom okamihu. Prejdime do ststavy hybucej sa nahor rychlostou
v. V tejto sistave teleso v momente odtrhnutia od stola sa pohybuje nadol rych-

L4

lostou v. Nech z je maximalne predizenie pruziny, vtedy vzhladom na najnizsi

odkial
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bod je potencidlna energia telieska rovnd mg(z — xy). Podl'a zdkona zachovania
energie

mv2+ ( )+kx3 ka?
— +mg(z —x — =
p TR T T

Odtial’ pouzitim xy = mg/k dostdvame kvadratickd rovnicu
kx? — 2mgx — mv® +m?g*/k = 0.
A teda

Predstavme si celd situdciu v suradnicovej sustave, v ktorej pociatku je
nestastny Mirko, os x je vodorovnd, os y zvisld. Nech Mirko hodi kamen rych-
lostou v pod uhlom « od osi x. Pre vodorovnu, resp. zvisld zlozku rychlosti
kamena potom plati

Vp = VCOS QY vy = v.sina.

Sikmy vrh kameiia sa sklad4 z 2 pohybov: rovnomerny priamociary v smere osi
x a kolmy vrh nahor v smere osi y. Kazdy z tychto pohybov sa deje nezavisle
na tom druhom. Ak st teda z, y stradnice kamena v ¢ase t, plati

1
r=vcosat y:—§gt2+vsinozt.

Ak z prvej rovnice vyjadrime t a dosadime do druhej, mame:

2gx>
y=zxtga — ————.
v? cos?
Vyuzijeme vzorec
— =1+tg’a.
cos?

Ten nie je celkom trividlny, ale d4 sa nan prist’ (skuste rozpisat’ tga ako sin a/ cos o
a uvidite). Na naSej rovnici sa ndm nepdci préve to, ze v nej vystupuje tga a
aj cosa. Preto potrebujeme jednu z tychto funkcii nahradit’ pomocou druhe;j.
Mohli by sme to vyjadrit’ aj naopak, no tg ma pre nas ti vyhodu, Zze obor hodnot
tejto funkcie su vSetky redlne cisla. Prave tato vlastnost’ sa ndm neskor zide.
Rovnicu si teda upravime na takyto tvar:

2 2
2 9x gr-
tg aﬁ—tgaﬂcnty—kﬁ—o.



2. RieSenia 31

7 tejto rovnice by sme mohli vyjadrit tga. Nie je to v8ak nutné. Staci, ak si
uvedomime, Ze tdto rovnica urcite bude mat’ 1 kladny koren. No a kedze tg«
na (0,90°) nadobida vsetky redlne ¢isla, sta¢i ndm zapisat’ podmienku, aby sa
tato rovnica dala riesit), t.j. aby jej diskriminant bol nezdporny. To znamena:

2 2

gr- [ gx

vz T T

v v

¢o upravime na
vir? — 2ygav? — g%zt > 0.

Ak sa na toto pozrieme ako na kvadratickid nerovnicu s nezndmou v?, o ktorej
urcite vieme, ze je nezdpornd, l'ahko zratame:

v> \/yg +VYre? + g’

Ak chce Mirko Janku trafit, musi v istom okamihu platit x = [, y = h. Dosade-
nim ziskame kone¢ni podmienku pre minimélnu rychlost:

v > \/hg + /h2g? + 1242

P.S. Ak v predposlednej rovnici budeme predpokladat v = konst, dostaneme
rovnicu paraboly. Téato krivka je hrani¢nd mnozina bodov, ktoré pri istej pocia-
tocnej rychlosti mozme kamenom zasiahnut.

20 - 60

= 400 krat. Ihla sa po
platni pohybuje po priblizne kruhovej trajektérii, ktorej polomer sa posupne
meni. Nakol'ko ale obvod kruhu je priamo tmerny polomeru, moézme plynule
sa meniaci polomer nahradit’ priemernym polomerom, ktory je v nasom pripade

15+5
; cm= 10cm. Ihla teda prejde drahu 400 - 10 - 27 cm =251 m. Mohli by

sme uvazovat, ze ihla sa vzhl'adom na platiiu nepohybuje po kruhovej, ale po
Spirdlovitej trajektorii. V takomto pripade by sme dostali vysledok, ktory by sa
od na$eho 1i5il menej ako 0,0000003 kréat.

Platna sa pocas hrania 1 strany otoci

Na vyriesenie tejto tlohy budeme potrebovat’ 3 zdkony zachovania: Za-
kon zachovania hybnosti, energie a momentu hybnosti. Ozna¢me v rychlost’, m
hmotnost’ druzice pred zrazkou, v,, v, jej prislusné rychlosti tesne po zrazke

druzica meteor
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Hmotnost’ druzice po zrédzke bude zrejme m 11/10. Hmotnost’ Zeme oznacme
M. Zatneme tym, Ze z rovnovdahy gravitacnej a odstredivej sily ktoré posobili
na druzicu pred zrazkou zratame jej rychlost v

V2 Mm »x M
m— = =0 =4/ —.

R~ TR R

Pokracujeme so zdkonom zachovania hybnosti. Z neho 'ahko zratame
vy (m+m/10) = um/10 = v, =
vy (m+m/10) = vm= v, = —w.

Oznac¢me w rychlost’ druzice s meteoritom v bode, ked je k Zemi najblizsie.
Zapisme teraz zakon zachovania energie v 2 okamihoch: tesne po zrédzke a v oka-
mihu, ked je druzica k Zemi najbliz§ie. Pozor! Pri zrdzke zdkon zachovania
energie neplati, lebo sa jednd o nepruznu zrézku. Uvazme, Ze tesne po zrazke je
celkovd rychlost druzice rovna ,/vZ + v7, dostaneme

fom (v +v3) 11 11\ _mll/10w’
> 10"'\R2 R >

Zaklincujeme to zdkonom zachovania momentu hybnosti. Pred zrazkou nemal
meteorit vzhl'adom na stred Zeme nulovy moment hybnosti, pretoze letel presne
do stredu Zeme, ako to vyplyva zo zadania. Cely moment hybnosti ststavy bol
teda moment hybnosti druzice. Znamen4 to, ze

R 11 R Lo 20
moR = omw o = w =T
Tento vysledok spolu s vyjadreniami v, a v, dosadime do uz napisané¢ho vztahu

pre zékon zachovania energie, ktory pre prehl'adnost vyndsobfme =2:
m

11 [ u? . ,10? L2, 112 2
N - - — = — -
o\112 "' 112) T 10 0\11/)

M
odkial u = v/58v = 58%.

Po tom, ¢o zdvaziam udelime rychlosti v; a vy tak ako na obrazku, za¢ni
sa tieto od seba vzdalovat. Pritom bude natahovana pruzina, ktora ich spdja.
Té4to ich bude brzdit’ pri ich vzd’alovani sa od seba. V urc¢itom okamihu budui
mat’ zévazia rovnaké rychlosti rovnakého smeru, vtedy bude predizenie pruziny
najvicsie. Potom sa k sebe za¢ni zavazia priblizovat.
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Tolko kvalitativny pohlad. Pre vypocty bude vhodné prejst’ do taziskove]
stustavy, pozriet’ sa na situdciu z takého vlaku, aby boli hybnosti zdvazi navza-
jom opacné a teda vyslednd hybnost’ systému nulova. Oznac¢me rychlost’ nagej
pohybujicej sa sustavy u, nech ma smer rychlosti vs. Teraz sa ndm zda byt
rychlost’ prvého zavazia w, = vy + u, rychlost’ druhého zavazia zas wy = vy — u.
Chceme, aby celkovd hybnost’ zdvazi bola nulovd. Musi teda platit’

21)2 — U1
3 .

Nasa hladand sistava ma rychlost’ u. Vidime, Ze na sistavu neposobia ziadne
vonkajsie sily, jej hybnost’ sa teda menit’ nebude. Preto aj hybnost’ v okamihu,
ked’ sa od seba zdvazia uz nevzd’alujui je rovnakd ako na zaciatku, teda nulova.
To v spojeni s tym, Ze sa voci sebe nepohybuji znamend, Ze v zvolenej sustave
obe stoja! Na zaciatku deja bola energia zdvazi v tejto sistave rovné

1 1 1 205 — 1\ 205 — vy \
Ex = §mwf+§2mw§:§m(—vl—%> —|—m<vg—%> :

m
EK = g (’01 —|—U2)2.

mwy +2mwy =0 = —v; —u+2(vy —u) =0= u =

Na konci, v okamihu, ked’ sa zdvazia nehybu sa celd tdto energia nestratila,
je ulozend v potencidlnej energii Ep = kx?/2 pruziny (t4 sa predlzila). Teda
mozeme zapisat

2m

Fyx =FEp — xrznax = ﬁ(vl + U2)2.

Zakladna myslienka (prizndvame, ze fintovd) spoc¢iva vo hodnej vol'be
vztaznej sustavy. Ak sa posadime na psa ¢. 1, potom tento pes v mojej vztaznej
ststave stoji. Pes ¢. 2 sa pohybuje (v tejto vztaznej sustave) rychlostou v, — 0
(¢ je rychlost’ psa 1 vo&i zemi, U rychlost psa 2 voci zemi).

Thito rychlost’ sme oznacili @ = v5 — v;. To je rychlost, ktorou sa pohybuje pes
2 v stustave psa 1. Nds zaujima c¢as, za ktory dojde pes 2 k 1, na to potrebujeme
zistit’ priemet rychlosti @ na spojnicu 1-2. Tento priemet je pre @ = 60° rovny
ucos 60° = 3/2v. A teda cas do stretnutia je rovny ¢ = 2a/3v.

Existuje aj alternativne riesenie, spoc¢ivajice v tom, ze rychlost’ kazdého
psa zviera so spojnicou so stredom vzdy ten isty uhol — 30°. A teda sa ku
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stredu trojuholnika priblizuje rychlostou v cos30°. Jeho pociatocnd vzdialenost’

od stredu je rovna %a cos 30°, odkial’ dostdvame ten isty vysledok

B %acosBOo B 2a

vcos30°  3v

K riegeniu sa d4 dopracovat pomocou zdkonov zachovania. Tesne pred
dopadom gul'd¢ky na prvy hranol bude jej rychlost’ (zo zdkona zachovania energie

- 7ZE):

Na vypocet rychlosti po odraze, vsak uz musime pouzit’ aj zdkon zachovania
hybnosti, kedze hranoly nie st k podlozke pevne uchytené (a doslo k dokonale
pruznej zrazke). Vo vodorovnom smere zo ZZH piseme

Mu1 = muvy (2)
a zo ZZE:
1 1 1
§mv8 = Emv%+§Mu%. (3)

Toto je vSetko pekné, ale ZZH musi platit’ aj vo zvislom smere a tu sa nam
viditelne nejka hybnost’ stratila. Co teda s tym? Asi kazdého napadne, ze
stratend hybnost’ sa v skutocnosti vobec nestratila, len sme nepocitali s tym, ze
aj Zem nejaku ziska. Ak je teda hmotnost’ Zeme M., zdkon zachovania hybnosti
vo vertikdlnom smere ndm hovorf:

M,v, = muy.
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To by sedelo, ale ¢o s jej kinetickou energiou? Ved ak m& nejaku rychlost, musi
mat’ aj energiu. Jej velkost je:

1m*v

2 M,

Vieme, ze velkost’ hmotnosti Zeme je vel'mi velkd, potom z posledného vyrazu
vyplyva, Ze jej kinetickd energia bude zanedbatelne mald (pri beznych hodno-
tach m = 1kg, vg = 10m/s je jej velkost Ep, = 8.10721 J, ¢o je zanedbatelne
malé ¢islo). Stretli sme sa tu so zaujimavym javom. Aj ked’ Zem ziska neza-
nedbatelni hybnost, jej kinetickd energia je zanedbatelnd. Do nagich tvah teda

Zem nemusime zahriiovat), lebo hybnost’ nds zaujima len vo vodorovnom smere
a kinetickd energia je zanedbatelna. Pre odraz od druhého hranola piseme:

1
Ekz = 5 szz =

mvy = MUQ, (4)
Lo s Lo, 1o s
MU = 5w -|—§Mu2, (5)
1
mgh = 5 mv’ (6)

Té&to tloha sa vlastne sklada z dvoch 1loh, ktoré si az na pociatocné pod-
mienky rovnaké. Jedn4d sa o tlohu typu: Majme dva kondenzédtory s kapacitami
Cy, Cy a ndbojmi @1, (2. Ked ich spojime, aké budi ich napétia Ui, Uj a
naboje @, Q57

C,Q—— ——0C,Q,

Tok naboja sa ustéli, ked’ budu napitia na kondenzatoroch rovnaké (U] = U)).
Zaroveii vieme, ze naboj, ktory odtecie z jedného kondenzétora, je rovnaky ako
néboj, ktory pritec¢ie na druhy kondenzator — ozna¢me tento naboj (). Potom
rovnost’ vyslednych napéti moézeme zapisat’ v tvare

Q1 —Q Q2+ 0Q
c,  Cy,

Odtial vyjadrime @, a pre vysledné napétie a ndboj na kondenzatore C; dosta-
vame

UI:Q1+Q2
1 01+C2’
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odkial’ je potom jasné (Q = UC)

Q1+ 0 QQ
Q=
C1+C, Cg
V nasom pripade je po pripojeni Cy k C napétie a ndboj na kondenzatore C
U/ COUO
0 Co+Cy’
C2U,
L= UpCh= 22
QO 0>0 Co+ C
Na kondenzatore C; bude naboj
C()ClUO
UyCy = :
Q=0 =T

Tito procediru zopakujeme este raz s tym rozdielom, ze namiesto naboja Q)
budeme uvazovat ndboj —@ kvoli zmene polarizdcie. Potom vysledné napiitie
na kondenzdatore Cj je rovné

_ Go(CGo = 1)

U= Ty




