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Vzorové riesenia 2. kola letnej ¢asti 2009/2010

2.1 Luskacik (opravovala Marika, vzorak Samko)

.Kriza — nekriza, dado robit treba", povedal si podnikatel Cypridn a vynasiel novy dizajn luska&iku na orechy.
A kedze Cypridna miza kopla skuto¢ne désledne, vymyslel luskacik este jeden. Obe jeho veldiela si mézte
pozret na obr. a obr. . Ktorym z nich rozliskneme orech mensou vynalozenou silou a prec¢o? Celkové diiky
ramien luskacikov sii v oboch pripadoch rovnaké, takisto rovnaké sii vzdialenosti od kibu spajajiceho ramena
po miesto, kde sa orech dotyka ramien.

Zabudnime na formality a pustme sa hned do ratania. Prosim, cifte sa ako doma. Oba luskaciky
st len oby¢ajné paky. Ak oznac¢ime a dlzku od rukovite prvého luskéacika po kib a b dizku od kibu

dlzka od orecha po kib b, no a od kibu po rtaéku je to a +b. Takze silu zvicsuje v pomere (a+b)/b,
¢o je zrejme viac, ako prvy luskacik. Orech teda rozliskneme lahsie druhym luskacikom.
2.2 Roztapacka (opravoval Marek)

Je zndme, Ze pokial mdme pohdr po okraj naplneny vodou a v flom pldva kus ladu, voda ani po roztopeni
ladu nepretecie cez okraj pohdra.

a) Vysvetlite, preco je to tak.

b) Pretiekla by nejaka kvapalina, keby lad plaval namiesto vody v oleji?
Hustoty pouzitych zaleZitosti si: pyoqa = 1000kg/m3, plaq = 900 kg/m?, Polej = 950 kg/m3.
Na zaciatku mame v pohéri nejaky objem vody V' a ponorent ¢ast ladu Vj(zvysna cast Tadu vy-
¢nieva nad pohdr, a teda nerdtame, Ze je v pohari). Po roztopeni ladu zostane objem V' rovnaky,
takze nam stac¢i porovnat V; s objemom vody, ktord vznikne roztopenim ladu. Ozna¢me si hmot-

nost ladu my,4,. Vieme, Ze ked sa Tad roztopi, tak voda, ktord tym vznikne, bude mat taka ista
hmotnost, ako mal lad, takZe

Mradu = Mvoda
Mradu = ‘/vodapvoda (1)
kde Myoda; Veoda @ Pyoda SU hmotnost, objem a hustota ladu po tom, ¢o sa roztopi. Dalej vieme,
ze ked sa Tad volne vznasa na hladine kvapaliny, tak na neho posobi vztlakové sila F,,, ktord sa
rovna tiazi kvapaliny vytlacenej ladom a té je rovna jeho tiazovej sile Fy, teda
F,=F,

Myaqud = ‘/1 Pvodad
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Miadu = %pvoda (2)
kde g je gravitacné zrychlenie. Porovnanim rovnic (1) a (2) dostaneme

V;/odapvoda = ‘/lpvoda
‘/voda = ‘/1
inak povedané, objem ponorenej casti Tadu je taky isty ako objem vody, ktora vznikne rozto-
penim celého ladu, preto sa hladina vody v pohéari nezdvihne.

Ak dame do pohara namiesto vody olej, tak sa zmeni V; na nejaké V5, a teda rovnost (2) sa
zmeni tiez:

mrp, = ‘/2polej

Znovu porovname s rovaicou (1):

Polej
Vo — Vvoda
Pvoda
Po dosadeni hustot zistime, ze
95 1/ _
1_00‘/2 - V;/odam

teda roztopeny Tad zaberie ,len“ 95% objemu V53, ¢ize hladina v pohéri dokonca este klesne.

2.3 Roboty (opravoval Samko)

Na satazi v programovani robotov sa v osobnom siiboji stretli dva jedince, robot R a R». Uloha pre robotov
je velmi jednoduchd — roboty uchopia lano a zan(i sa pretahovat, silnejsi vyhrava. Roboty dokazu tahat silami
F1 a F, nezévisle na tom, akou rychlostou a akym smerom sa hybu. Roboti maji kolieska a po podlozke
nepreSmykuji. Ked roboti zacali tahat, spdsobilo to, Ze celd siistava sa pohla zrychlenim velkosti a v smere
prvého z robotov. Zrazu sa vSak z prvého robota zadymilo a jeho motor sa pokazil (¢o pre nds znamend, ze
odvtedy F; = ON). Vyhravat teda zacal robot druhy, ktory Gspesne tahal sistavou zase so zrychlenim a, ale
v svojom smere. Kolkokrat je prvy robot silnejsi ako druhy, ak viete, Ze je dvakrat taky tazky?

Na to, aby robot mohol tahat, musi sa o nieco oprief. V nasom pripade je to nie¢o zem a robot
sa o nu opiera kolesami. Ak robot dokdze tahaf silou F, znamené to, ze dokaze ostaf staf na
mieste, ak sa ho touto silou budeme snazit odtiahnut. Lenze, stcet sil pdsobiacich na robota musi
byt v pripade stojaceho robota nulovy. Teda robot sa rovnako velkou silou F' odtlaca kolesami od
zeme. Inak povedané, dokaze primit zem, aby na neho posobila trecou silou F' v opa¢nom smere.

Na nasej sutazi tahali roboty z plnych sil. Prvy sa odtlacal silou F}, na druhého zem pdsobila
silou F5 v opa¢nom smere. Celkova sila na nich posobiaca teda bola F} — Fy a spdsobila ich
zrychlenie velkosti a. Ak oznac¢ime M sucet ich hmotnosti, tak musi platit:

Fl—FQZCL/M.

Ked vypadol prvému robotu motor, celkové sila na nich podsobiaca bola uz len Fy. Velkost
zrychlenia to vSak neovplyvnilo, platilo teda:

FQICL/M.

Plati teda:
Fl_F2:F27

Cize prvy robot je dvakrat silnejsi ako druhy.
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K vasim rieSeniam: Mnozstvo z vas dospelo k spravnemu vysledku, dokonca k spravnym
rovniciam, ale len Andrejovi Vi¢ekovi sa podarilo maf aj spravny postup. PopiSeme si teda, v ¢om
ste najcastejsie robili chyby.

Vsetci ste svorne zanedbavali trenie, odvolavali ste sa pritom na zadanie, ktoré hovori, ze
roboty nepresmykuji. Kvizova otazka: ,, Ked postavime jedného robota na lad a druhého na Smirgel
papier, ktorému budi preSmykovat kolesa?“ A je spravne! Na lade nie je trenie velmi malé, preto
na kolesa nebude posobit takmer Ziadna trecia sila a robot bude len staf na mieste a koleckd sa mu
budt pretécat, ako mne o¢ickéd pri ¢itani vaSich rieSeni. Zapamétajte si, preto prosim nasledovni
mudrost: Ked kolesd nepresmykuji, znamend to, Ze koeficient trenia je dostatocéne velky na to,
aby zabrdnil kolesdm sa smykat po podloZke! Nebyt trenia, nase roboty sa nie su schopné vobec
pohnut, tazko by sa mohli pretahovat lanom! Sily F}, F», ktoré ste spominali vo svojich rieSeniach,
teda nie su ziadne sily robotov, su to trecie sily, ktorymi posobi zem na robotov.

Druhé chyba, ktort ste vSetci robili, sa da vyjadrit vetou z vaSich rieSeni: ,Prvy robot pdsobi
na druhého silou F; a druhy na prvého robota silou Fy“. To vsak nie je mozné! Oba roboty na
seba musia posobit rovnako velkymi silami opa¢ného smeru, ako im to kaze treti Newtonov zéakon
o akcii a reakcii. NavysSe, keby na prvého robota posobila celkova sila F5 a na druhého F}, nemohli
by sa hybat rovnakym smerom!

Co dodat? Hodnotil som prisne, vii¢sina z vas dostala po $tyri body. Keby ste vSak tento priklad
mali vSetci na plny pocet, bol by zbyto¢ny — ni¢ by ste sa na nom nenaucili. Tak teda diufam, ze
vés tento priklad nieco naudil a dalsie priklady z mechaniky uz budete dévat Tavou zadnou.

2.4 Straty (opravoval Robo)

Polozte na plynovy spordk hrniec s vodou a ohrejte ju na bod varu. Aka je priemerna Gcinnost sporaku pri
tomto deji? Skiste toto ¢islo ¢o najpresnejSie odmerat.

Zdravim vSetkych milovnikov varenia (hoci len vody v hrnci). Na tvod si vyjasnime pojem G¢in-
nosti. Vo vSeobecnosti sa pod téinnostou rozumie podiel energie vyuzitej pri uré¢itom deji k celko-
vej dodanej energii. V nasom konkrétnom pripade (a priklade) varenia vody v hrnci na plynovom
spordku sa pod tc¢innostou rozumie podiel tepla dodaného vode v hrnci k celkovému teplu, ktoré
vzniklo spalenim plynu na hordku sporaka.

Dalsou skuto¢nostou hodnou spomenutia uz na samotnom zadiatku je rozmanitost moznosti
pristupu k tlohe. Zadanie prikladu je do istej miery skiipe, hovori sa v nom len o plynovom spo-
raku, vode (a nie drzkovej polievke) v hrnci a ohriati na bod varu. Uréite mi date za pravdu, ze
vyslednd Gc¢innost deja zavisi od tepelnych strat, ktoré zase zévisia od materidlu hrnca a teploty
vody (straty so zvySujicou teplotou rastt). Uéinnost sporaka bude tiez zavisiet od mnozstva zo-
hrievanej vody, velkosti hrnca, typu sporédka, velkosti horaka, velkosti plamernia (¢i ptastam plyn do
horéka ,naplno“), (ne)prikrytia hrnca pokrievkou, tlaku vzduchu (ergo nadmorskej vysky spordka)
a mnohych inych faktorov. Vzhladom na silnt zévislost ¢innosti spordku od ponatia experimen-
talneho pristupu k tlohe bolo potrebné v rieSeni podmienky merania uviest. Ja som meral G¢innost
za nasledovnych podmienok: 1 liter studenej vody z vodovodu (s teplotou Ty = 144 1°C'), naplno
pusteny plyn na stredne velkom hordku, hrniec bez pokrievky na spordku v Banskej Bystrici (cca
400 m.n.m.), teplota varu ,urcend volnym okom*; znacke sporaku reklamu robit nebudem, pretoze
ma svojou tc¢innostou sklamal :-). Meranie som opakoval patkrat.

Lodchylka pri odéitani na ortutovom teplomeri
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Teplo )’ spotrebované na ohrev vody v hrnci (zanedbajme teplo potrebné na ohrev samotného
hrnca) mozno vyjadrit zndmym vzfahom:

Q =cem(Ty —Ty), (3)

kde ¢ je merna tepelna kapacita vody (z tabuliek ¢ = 4200 J kg 'K~!), m hmotnost vody (v mojom
pripade 1 liter, ¢o je 1 kilogram), T, = 100 °C (teplota varu vody) a T} = (14 + 1°C (teplota vody
pred ohrevom). Pri vypocte dodaného tepla spalovanim plynu ndm pomoze veli¢ina vyhrevnost
plynu. Na wikipédii®> mozno najst udaj, Ze (dolnd) vyhrevnost zemného plynu distribuovaného
v slovenskych domacnostiach je H = 34250kJm~3. Pren4sobenim objemom plynu AV spotre-
bovanym pri ohreve (jednoduchym od¢itanim z plynomera) dostanem hladany udaj o dodanom
teple:

Q= HAV (4)

Hladant u¢innost 1 nasho ,ohrevového* deja dostaneme predelenim vztahu (3) vzfahom (4),
teda:

n=Q/Q= —cmgz;ﬂ)

Po dosadeni poslednej neznamej (meranej) veli¢iny do vzfahu (5), a to objemu spotrebovaného
plynu (spriemerovaného z piatich merani) AV = (0,0484:0,0064) m? , som dostal vyslednt ii¢innost
mojho spordku 21,4 %.

KedZe tloha je experimentalna, ostdva nam dopocitat chybu meranej veli¢iny — u¢innosti. Ab-
soltitna chyba pri urc¢ovani teploty ohrievanej vody bola 1 °C, absolttnu chybu pri uréovani teploty
varu odhadujem na 3 °C,? chyba pri odéitani z plynomera bola 0,0002 m?, odchylka z merania ob-
jemu spaleného plynu 0,0064 m?, chyba hmotnosti z nepresného davkovania vody 0,01 kg. Odchylku
vyhrevnosti zemného plynu od tabulkovej trovne, kedze je tazko odhadnutelnd, neuvazujme.

Ucinnost podla vzfahu (5) zévisi priamo tiimerne od hmotnosti a rozdielu teplot a nepriamo
umerne od objemu spotrebovaného plynu, preto relativna chyba vysledku bude sti¢tom relativ-
nych chyb tychto veli¢in. V mojom pripade je relativna chyba t¢innosti 19 %, t.j. G¢innost mdjho
sporaka pri ohreve hrnca s vodou za v ivode popisanych podmienok merania je (21 +4) %. Vami
namerané u¢innosti sa pohybovali v Sirokom intervale hodnot (rddovo od 20 % do 50 %). Ako
spravne som uznal vSetky riesenia s ,rozumnymi“ vysledkami, avsak strhaval som dva body za
chybajtacu diskusiu a odhad (resp. vypocet) chyby merania, ktoré k 9 bodovému rieseniu experi-
mentalky patria. A teraz si moéZeme zaliat vodu na chutny cajik. . .

100 % (5)

2.5 Numericka uloha (opravovala Tinka)

Vieme, %e pokial chceme na rovine hodit hadzancom ¢o najdalej, treba hadzat pod uhlom 45°. Co viak, ak
uvazime realistickejSiu situdciu (to znamend, zardtame odpor vzduchu)? Mdzete predpokladat, Ze odporova
sila ma vzdy velkost

Fy= %C’Smﬂ

kde p je hustota vzduchu, v rychlost pohybu hadzanca, S je prierez hddzanca a C' = 0,5. Dalej, hadzanec
ma tvar gule s polomerom r. Za akych podmienok pri hadzani rychlostou vg = 75km /h vyjde optimalny uhol

’http://sk.wikipedia.org/wiki/Zemnny_plyn
3nepresnost v uréeni teloty varu sa tiez podiela na odchylke objemu spaleného plynu
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hodu o viac ako 5 ° iny? Ulohu nie je potrebné rieit presne (teda analyticky), postaci ndm numericky vysledok
ziskany z akejkolvek vami spravenej simuldcie v lubovolnom programovacom jazyku, ¢&i prostredi, kde sa &osi
podobné da realizovat (napr. aj Excel).

Téato tloha nebola fazka, len bolo treba si poriadne uvedomit, ako by sme nieco také vedeli spocitat,
preco to méame spravit iba numericky a potom mat patri¢na trpezlivost.

Problémom je, Ze mame neustale sa meniace zrychlenie, ktoré zavisi od aktuélnej rychlosti.?.
A my vieme najlep$ie robit s konstantnymi rychlostami, nanajvys tak konstantnymi zrychleniami.
Tak podme pracovat s nimi. Tvarme sa, Ze ak zoberieme nejaky kratky casovy tsek At, tak
rychlost bude konstantné a vSetky zrychlenia sa prejavia az na konci tohoto tseku, kedy sa rychlost
skokovite zmeni — pri¢ita sa k nej zrychlenie (konstantné, lebo zavisi iba od g a od aktuélnej
rychlosti, ktora je konstantnd) krat ¢as po ktory sa ,zbieralo® a bude znova konstantnd po ¢as
At. To nie je pravda, ale dufajme, Zze pre malické At to bude dobré pribliZzenie. Rozdelme si este
tento pohyb na vodorovnu a vertikalnu zlozku — gravitacia pdsobi iba v jednom smere. A ako to
bude s odporovou silou? Té sa patri¢ne rozlozi do tychto smerov. Ked si oznac¢ime m hmotnost
hédzanca a vy, v] horizontélnu resp. vertikdlnu zlozku rychlosti hadzanca v k-tom ¢asovom tseku
dlzky At, tak po prelozeni hore napisaného do re¢i rovnic dostaneme®

X X CSP < X
Uikl = Ve ™ 5 - (V)2 + (vi)? - v At
CSp
Ui =0 — o/ (V)2 + (v))? - v At — gAt

2m

Vidime, ze to celé zavisi len od C'Sp/(2m). To je prijemné, nazvime si tito konstantu K a
budeme zistovat dlzku doletu v zavislosti od K a uhla ¢ pod ktorym hadZeme. v¥ = cos(¢)vo,
podobne v} = sin(¢)vy.

Dalsi postup uz zalezi od vkusu. Zvolte si metédu dosiddzania a konstantu podla Tubovéle. Ja
osobne som pouzila At = 0,01s. Postupne spocitate dostato¢ne vela novych rychlosti, aj drah
ktoré sa presli. Ked bude celkova draha prejdena vo vertikalnom smere znova nulovd, znamena to,
7e hadzanec dopadol, a Ze aj horizontélne prejdend vzdialenost je uz konecna. Mne osobne vysli
takéto vysledky:

*ta tabulka*

Je intuitivne, Ze ked malo zmenim uhol, tak sa malo zmeni vzdialenost dopadu, rovnako ako,
ze optimélny uhol bude len jeden. Preto z tejto tabulky mozem celkom zodpovedne vycitat, ze
tento uhol bude o viac ako 5° iny cca pre C'Sp/(2m) > 0,031.

Neviem ako vy, ale mne to predstavu o redlnom svete velmi nedalo. Skiisme tam teda dosadit
nejaké realistické hodnoty, napriklad p = 1,275 kg/m? a gulicku s polomerom 5 cm. Vyjde, Ze moze
maf hustotu nanajvys dakych 154 kg/m3, ¢o je velmi malo (iba nafukovacie také byvaji. A tie
sa naozaj sprosto hadzu). Takze ak v praxi budete hadzat gulou, tedria o 45° nie je vobec na
zahodenie. Akonahle to ale bude mat mensi polomer, alebo zemiakovitejsi tvar, idealny uhol bude
klesat. A naozaj, to asi sami poznate

4Fajnsmekri znali difiek si mézu nasledujtci postup prerobit na exaktni ststavu diferencialnych rovnic. Aj tak
im to bude nanic.

SFajnsmekri si mézu véimnat, e po prehodeni vy vlavo, predeleni At a limitnom prechode dostant presne to
isté, ¢o uz mali. Nahoda? Mozno. . .ale eé. Aj tak je im to nani¢, Samko tvrdi, Ze analytické rieSenie by to nemalo
mat.

) otazky@fks.sk
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Vicsina z vas sa so zakladnou myslienkou vyrovnala celkom dobre, jediny zmétok bol s tym,
akl veli¢inu ste skiimali. Ak ste zvolili hustotu vzduchu za udani, to sa este dalo uznat, kedze
priklad zavéanal praxou, ale volif napriklad hmotnost je nepatriéné (a najmé ttiplne zbytoéné ;)).
A tak.

2.6 Most cez Dunaj (opravoval Kubo)

V Bratislave je premavka cez dunajské mosty vzdy Culd. Preto sa magistrat rozhodol vybudovat novy most.
Treba preklenat rieku Sirky L = 300 m. Miestny hlavny architekt rozhodol, Ze most bude vyzerat podla obrazka.
Na vas je, aby most nespadol a pritom nebol ani privelmi ndkladny — treba navrhnit parametre a a 3 tak, aby
Ziadne napatia v materidloch neprevysili patinu ich medze pevnosti, a zaroven, aby cena mosta bola minimalna.
Most bude mat beténov(i mostovku (to, po ¢om jazdia autd) a pilier, a ocelové land. Hmotnost 1 m mostovky
ma byt 20t. Konstrukcia je vymyslena tak, Ze pilier a aj mostovka m6zu byt v kazdom mieste zatazené iba
v pozdiznom smere (nem3d v nich byt Smykové napatie). Ocelové lana si velmi husto rozmiestnené a navzajom
rovnobezné. Potrebné (daje: hustota betdnu ppetsn = 2000kgm™3, hustota ocele p,.; = 7800kgm3,
medza pevnosti beténu v tlaku opetsn = 40 MPa, medza pevnosti ocele v tahu o, ..; = 2 GPa, cena 1kg ocele
stoji 47-ndsobok 1kg beténu. Predpokladajte, Ze hmotnost lanovia a automobilov na moste je zanedbatelna
voCi hmotnosti mostovky — dodatocne to overte.

Tento na pohlad netradiény a priam prakticky priklad nie je az taky zlozity, ako sa moze na
prvy (neporiadny) pohlad zdaf. Podmienka pozdizneho zatazenia vietkych sti¢asti mosta je totiz
znacne obmedzujica. Nacrtnem, ¢o z toho vyplyva: Pre mostovku to znamena, ze jednotlivé kusy
mostovky mozu na seba posobit iba vo vodorovnom smere a teda celd ich tiaz musi byt nesend
zvislou zlozkou tahovej sily 14n. Pomocou parametra a vieme potom vyjadrit tahovi silu v lanéch.
Podobne to funguje aj pre pilier, kde sa zlozky kolmé na pilier musia v kazdom segmente piliera
vyrusit (zlozka tiazovej sily so zlozkou fahovej sily 1an v smere kolmom na pilier). To ndm urcuje
hmotnost kazdého segmentu piliera. V dalSom texte si ukdzeme, Ze prierez piliera musi byt nutne
konstantny a dalej sa uz treba len popasovat s podmienkami pevnosti a minimalizovanim ceny.

Obr. 1: Posobiace sily

Trocha geometrie na tivod: Zo sinusovej vety lahko vyjadrime dizku piliera H = Lsina/
/ sin(8—a).% KedZe nosné lana st navzajom rovnobezné, tak z rovnolahlosti vidime, zZe lana nestice
tisek mostovky dizky AL st upevnené na segmente piliera dlhom AH = ALsina/sin(8 — a).

6Vyska piliera nad zemou potom je H sin /3.

6 otazky@fks.sk
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Vieme, ze dlzkova hustota mostovky je A = 20t m~!; teda tahova sila v lanach upnutych na dizke
mostovky AL musi byt (aby zvislé zlozky sil na vybrany usek mostovky boli nulové) rovna

ALMg

sin o

A -Flané -

(6)

Rovnako mézeme postupovaf pozerajic na pilier dizky AH: zlozky sil posobiace na segment
v kolmom smere sa musia vyrusit a teda musi platif AFjp;sin(f —a) = AHN g cos 3, kde X je
dlzkové hustota daného segmentu piliera. Odtial s vyuzitim (6) dostaneme

sin?(f — a) )

N =
- . 2 )
sin® a cos 3

(7)
¢o znamena, ze prierez piliera bude konstantny.

Pozrime sa teraz trochu na tie pevnosti. Ak sa pozerame na pozdlznu silu v mostovke, tak
vidime, Ze sila sa pozdlz mostovky zvysi o AFjams cosa na kazdom tseku dizky AL. Najvicsia
bude teda pri péte piliera a bude mat velkost Fiostovka = LAg/ tan . Tato sila musi byt mensia

ako jedna pitina (oznac¢im magickt konstantu k = %) sucinu medze pevnosti beténu a prierezu
mostovky, ¢o zapiSem takto
LA g < IS o A Obetén
= I'mostovka > K Obetén Pmostovka — R )
tan o Phbetén
L g prets
ozn bet
tanog = 3 = — % < tano & ay < a, (8)
K Obetén

V pilieri je situdcia ,navlas podobnd*“: sila rastie smerom k jeho pite, a to 0 AFju,4 cos(f—a)+
+ AHNgsin 3 na kazdom segmente dizky AH. Vyjadrime teraz silu v pite piliera iba cez zadané
veli¢iny a parametre «, §; pomoZeme si pritom rovnicami (6), (7) a vyjadreniami veli¢in H a AH,;
k slovu pride aj stuc¢tovy vzorec,

H
Fpilier = [Aﬂané COS(B — Oé) +AH N q sin ﬁ] —_—

AH'’

LAg . .
RTv— [cos(8 — av) cos B+ sin(f — «) sinf]
~ LAg cosa
~ sina cos B’

Potom podmienka pre pevnost piliera bude

L\ g cosa N Opetén sin?(8 — a) A Opetsn
- = L'pilier < K =R ==
sin« cos 8 Pbetén sin“a cos 8 Poeton
. 2

L g poetsn sin®(f — o)

tanog = —— < —,
K Obetén sina cos «
o + arcsin \/tan o sina cosa < f3, 9)

Dé& sa pomerne Tahko ukézat, Ze aby sme k uhlu « nasli uhol S mensi ako 90°, tak musi platit
a< T —ap”
2

"Teda pre tan g > 1 by tiloha nemala riesenie.

7 otazky@fks.sk



FKﬁ Vzorové riesenia 2. kola letnej casti

Podme konecne vyjadrit cenu mosta: bude to cena lan, cena piliera a cena mostovky. Mostovka
je vzdy rovnako drahé, takZze mi sta¢i minimalizovaf cenu zvySku. Hmotnost piliera je

sin(ff — «) Iy — L)\:tanﬁ

sin v cos 3 sina cos 3 tan a

sin § cosa — cos 3 sin«

HN = LAX—L\ 38

AKk3 je véak hmotnost 1an? Na unesenie dlzky AL mostovky musia lana na tomto tseku znésat
bezproblémov silu A Fj.,4, ¢iZe prierez lan nestcich tento tisek musi byt podla nasich inZinierskych
podmienok aspoti A Fays/ (K 0oee). DIZky 1an tvoria aritmeticki postupnost a teda priemerné dizka
je (opif radno vyuzit sinusovi vetu) [ = Lsin §/[2sin(8 — «)]. Hmotnost 14n teda je IAFlans L/
/(K OoetAL). Vidime, Ze hmotnost 14n sa zmensuje s rasticim 3, lebo dizka [ sa tym skracuje. To
je protichodny trend oproti tomu, ako sa sprava hmotnost piliera.

Cena mosta bude (az na nasobiacu konstantu) rovna (po utraseni)

) . .
cong — S (B—a)+Q sing COSSL/\, kde O =

sina cos 3 sin(f — «)

47 L 9 Pocer
2 Ko

(10)

ocel

Zial, pri hladan{ minima funkcie (10) sa podmienky (8) a (9) nedaji pouzif priamodciaro. Clovek
by si (avSak mylne) mohol myslief, Ze most bude vo vSeobecnosti najlacnejsi vtedy, ked buda
nerovnosti (8) a (9) dosahovat akurat rovnost. No nie je to tak pre Iubovolny pomer cien ocele a
beténu (¢ize pre akékolvek @), kedZe funkcia ceny (10) je stiéet 2 ¢lenov, ktoré sa spravaji odlisne
pre rasttice 5 — jeden z nich rastie a druhy (nésobeny ()-¢kom) klesa. Najjednoduchsie vychodisko
z tejto zapeklitej situacie je napisat si programdcek, ktoré bude hladat minimum numericky. Bude
jednoducho skiSat o z rozmedzia oy =~ 36,87° az § — ap =~ 53,13° a k tomu 3 z rozmedzia
a + arcsin y/tan ag sina cosa az 90° a vypocitavat pre zvolené «v, B cenu podla vzoréeka (10) a
hladaf, kde je cena najnizsia. UkézZe sa, Ze pre nami zvolené parametre zo zadania to vychadza
tak, ze najekonomickejsie je zvolit o = ag =~ 36,87°, [ = 2 ~ 73,74°. Pomer hmotnosti lan ku
hmotnosti mostovky je %, ¢ize sme skuto¢ne mohli hmotnost l4n s pokojnym svedomim zanedbat
vodi tiazi mostovky.

Hodnotenie: za ukazanie nutnosti homogénneho prierezu piliera 2b, za podmienku pre pev-
nost mostovky 2b, za podmienku pre pevnost piliera 2b, za vyjadrenie hmotnosti lan a overenie

predpokladu 2b, za najdenie optimalnych uhlov o,  posledny bod.

2.7 Filipova elektricka stvorcoty¢ (opravoval Filip)

Majme nabity Stvorec so stranou A. My sedime v jeho rohu a odmeriame intenzitu E£7. Nasledne vystrihneme
z neho Stvorec so stranou %A vratane miesta, kde sedime. Zostane ndm uz iba také L. Otazka je, aki intenzitu
nameriame teraz? No a nebudme zli. Prezradme si rovno riedenie.

Vyslednd intenzita je zjavne rovnakd, ako keby sme na velky Stvorec prilepili maly s opaénym ndbojom.
Stadi teda séitat len tieto dve intenzity podla principu superpozicie. A aka je teda intenzita E2 od malého
Stvorca? Kazdému elementu malého Stvorca vieme pomocou rovnolahlosti priradit element rovnakého tvaru
dvojndsobnych rozmerov v dvojnasobnej vzdialenosti patriaci velkému Stvorcu. No a aké st iastkové intenzity
od tychto elementov? Naboj je imerny ploche, Cize Stvornasobny, vzdialenost je dvojnasobnd, po umocneni
sa to navzdjom vyhubi a intenzity si rovnaké. Teraz mdZeme presumovat/preintegrovat cely Stvorec a vidime,
Ye Ey = F5. Cize vyslednd intenzita je £ = E; — Fy = 0. CiZe to L-ko na nas vlastne vdbec neposobi? Kde
je (a je vbbec) chyba v dvahe?

8Qdkial sa d4 s vyuzitim (9) vidiet, Ze pilier bude najlacnejsi pre o = ag, 3 = 2ayp.

8 otazky@fks.sk



FKﬁ Vzorové riesenia 2. kola letnej casti

Uvedeny postup v zadani prikladu vyzera tplne fajn, no nie? Predsa takto sa riesia vsetky podobné
priklady. A préve to je problém, Ze vSetky. Aj tie, kedy sa to riesif neda. Na fyzike je Gplne krésne,
ze velka Cast uloh sa d4 rieSit trikovo, no netreba zabudaft, ze aj triky maja svoje obmedzenia,
kedy ich mdzeme pouzit a kedy uz nie. To je aj tento pripad.

Uz na prvy pohlad je zjavné, Ze ¢osi nam na vysledku nesedi. Ideme teda hladat chybu.

Pozrime sa detailnejSie na ivahu o tom, Ze kazdému elementu vieme priradif element s dvojna-
sobnymi rozmermi dva krat dalej. S tymto nijako nepohneme, fyzika (i zadanie) hovori, Ze intenzity
od oboch elementov budu rovnaké. OK, to je velkost. No intenzita je vektor. Nemoze sa staf, ze
by sa niektoré elementy vyrusili s inymi? Z Casti dno. Zo symetrie je zjavné, ze vysledna intenzita
mé smerovat v smere uhlopriecky®. Elementy symetricky rozlozené okolo nej si vyrusia navzajom
zlozky kolmé na uhlopriecku, no tie zlozky intenzity v smere uhlopriecky sa sc¢itaju.

Zostava tak jedinid moznost, Ze sme spravili chybu v séitavani.!® Podme teda séitovat pekne
pomaly. Vyberieme si fubovolny element a predpokladajme, Ze na nas pdsobi intenzitou E. Potom
existujepodobny element v polovi¢nej vzdialenosti ako na obrazku.

o

Element

o

Element

(<)

[

Obr. 2: Polohy elementov

Ten poloviény bude posobit tiez E, atd. A je ich tam nekonecne vela — ved vidy existuje
nejaky o polku blizsie. Stucet konstantnych intenzit rastie teda neobmedzene. To znamena, ze ak
je intenzita povodného nenulova !, tak po sé¢itani bude vysledna intenzita nekonec¢na. A to sme
spocitali zatial len niektoré elementy. .. No a ak predpokladame, Ze je nulova — Ze kone¢ny element
na nas neposobi ziadnou intenzitou, tak musi byt bez naboja. Vysledok by bol teda nula.

Je to teda hlupa situdcia, bud méame nulu, alebo nekonecno. Ni¢ medzi. Priroda sa s tym
vysporiadala tak, Ze ni¢ ako homogénne nabita dvojrozmerné platnd neexistuje. A kde som teda
urobil chybu ja? Prave v tom, ze vyslednt intenzitu som si oznacil ako F a ratal s tym ako
s konecénym c¢islom. Ked sa od seba od¢itaju dve nekonecnd, tak to neznamend, Zze vysledok je
nula. No v skutocnosti bude to L-ko posobit zanedbatelnou silou vodci zvysku.

K rieseniam: casto ste sa vyhovarali na delenie nulou v nulovej vzdialenosti. Toto vsak samo
o sebe nie je dostato¢ny argument. Napriklad v pripade nabitej kocky by toto delenie nevadilo.
Suvisi to s limitami intenzity pre vzdialenost idicu k nule — jednak v ¢itateli zavisi velkost elementu
(teda aj ndboja) od 7, no a v menovateli je Stvorec vzdialenosti r. A v zavislosti od toho, aké teleso

9tej spravnej uhlopriecky, ale to vietci zvladate:)
10K eby toto videla moja uditelka na ZS!!!
HHocijako mald, ni¢ nepomdze.
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FKﬁ Vzorové riesenia 2. kola letnej casti

uvazujeme je tato limita nekonec¢nd, kone¢na ¢i nulova. Poriadne vysvetlenie je vSak na druhy
vzorak.
A viete, priglo mi trapne pisat vzorak bez jediného vzorca, takze: a® + b? = 2.

10 otazky@fks.sk
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Vysledkova listina po 2. kole letnej casti

Vysledkova listina po 2. kole letnej ¢asti 2009/2010

Meno Skola Roc¢. 3 4 5 6 7 Q Yo by

1 | Jan Bogar G L. Stara Trenéin 4.1 -19]19|3]| 4] 0,00 | 2500 | 57,00

2 | Jakub Safin GPH Michalovce .59 6| 4] 7] 000 | 27,00 | 56,00

3 | Marian Hornak GyPar 0. |6 3]9]|-1]4] 000 ]| 22,00 | 54,00

4 Zuzana Bogéarova G L. Stara Trenéin 3. 4191 —-|—-1|5 0,00 18,00 53,00

5 | Eugen Hruska G Hlohovec 3. 148 5] 3| 3] 0,00 | 20,00 | 52,00

5 | Matej Vecerik SPMNDAG 3.1 -8 7| 4] 5] 0,00 | 24,00 | 52,00

7 | Jan Pulmann G BA Grésslingova 1.4 ) 7|7 —-1]0]{ 0,00 [ 1800 | 51,00

7 | Andrej Vlicek EvSS Lipt. Mikulas 2219 -19(5] 9] 0,00 | 32,00 | 51,00

9 | Andrea Plocekova | G Piestany 3.141918)]—-1| -1 0,00 | 21,00 | 50,00

10 | Klara Fickova G KE Postova 1. 11917 -1|-10,00 17,00 | 46,00

10 | Ondrej Kovac GsvCaM 3.4 -5 2] 2] 0,00 | 13,00 | 46,00

12 | Denisa Muthova G Bil, Zilina 3.1419]15]|~-1]3] 000 | 21,00 | 42,00

13 | Kamila Styrakova | G POH, Dolny Kubin 4. | - 3| 7| -] -1 0,00 | 10,00 | 34,00

14 | Adam Midlik G J.A.R. Presov 3.l -|7|-1]171|3] 0,00 ]| 17,00 | 31,00

15 | Juraj Palenik SPMNDAG 3.11(9)]|4|-1]2] 000 | 16,00 | 16,00

16 | Martin Bachraty G ZA Okruzna 3.1 -|-1-1-1-1 0,00 0,00 5,00

17 | Samuel Hapak FMFI UK 4. 19| -1-1-1-1 0,00 0,00 0,00

17 | Peter Peresini FMFI UK 6.l -|-1-1-1-1 0,00 0,00 0,00

B
Meno Skola, Ro¢. [ 11231415 7 Q Mo )
1 | Jakub Safin GPH Michalovce 1.l 99596 7 | 0,00 | 34,00 | 66,00
2 | Ondrej Pisarcik G Spisska Stara Ves 0019191 -19]5 1| 0,00 | 32,00 | 65,00
3 | Dusan Kavicky G BA J.Hronca 1. 9191419 2 — | 0,00 | 31,00 | 64,00
4 | Peter Dupej G J.A.R. Presov 1.l9lo9l4]|7]| - - | 0,00 [ 29,00 | 62,00
5 | Marian Hornak GyPar 0. -19]61]3]9 4 | 0,00 | 28,00 | 60,00
5 Jan Pulmann G BA Grésslingova 1. - 19 4 7 7 0 0,00 27,00 60,00
5 | Andrej Vlcek EvSS Lipt. Mikulas 2.0 -9 9| -9 9 | 0,00 | 36,00 | 60,00
8 | Peter Hostacny SOS BnB o994l T - - | 0,00 | 29,00 | 59,00
8 | Klara Fickova G KE Postova .| -191119]|7 - | 0,00 | 26,00 | 59,00
8 | Matej Balog G BA Grosslingova L.{919]14|-19 2 | 0,00 | 31,00 | 59,00
11 | Michal Bock G BA Grésslingova 1.1 919147 | - - | 0,00 | 29,00 | 58,00
11 Jan Jursa 7S Krosnianska -2. 719 4 8 | — -1 0,00 28,00 58,00
13 | Miloslav Duratny G. Kralovnej Pokoja, ZA 0.19]1414]|-1|5 — | 0,00 [ 22,00 | 56,00
13 | Petra Kubincova SPMNDAG 2. -9 47| 6 - | 0,00 [ 26,00 | 56,00
15 | Vladimir Macko GLS Zvolen 0.19]1911]|8]|2 — | 0,00 [ 28,00 | 55,00
15 Patrik Svancara G L. Stara Trenéin 1. - 19 4 9 5 -1 0,00 27,00 55,00
17 | Daniela Feckova G BA Pankuchova 0.19]1914]9]| - — | 0,00 [ 31,00 | 54,00
17 | Peter Hraska G BA Grosslingova -1. 9 9 0 7| - -1 0,00 25,00 54,00
17 | Jaroslav Petrucha G BA Metodova .19 1914)] | - — | 0,00 [ 22,00 | 54,00
17 | Peter Kosec G L. Stara Trenéin 0. 9 9 4 9 | - -1 0,00 31,00 54,00
21 | Tom4as Jancéo G L. Stara Trenéin 1.{9l9|4]| -] - — | 0,00 [ 22,00 | 51,00
22 | Kamila Souckova Ev. Lyc. BA 0.]19]19]4]-1]38 -1 0,00 | 30,00 | 50,00
22 | Marek Pocklan ZS PKH RS 2.6 |8 - 8|1 — | 0,00 [ 23,00 | 50,00
22 | Juraj Surovéik G POH, Dolny Kubin -1. 919 117 - -1 0,00 | 26,00 | 50,00
22 | Michal Smolik G BA Grésslingova o494 9| - — | 0,00 [ 26,00 | 50,00
26 | Pavol Kogler G Galanta 0.19]1114]9]|- - | 0,00 [ 23,00 | 49,00
27 | Natélia Tokarova G J.A.R. Presov 1.l 9f9| 38| - — | 0,00 [ 29,00 | 48,00
27 | Tatiana Matejovicova | G BA Grosslingova 919117 - — | 0,00 | 26,00 | 48,00
29 | Sona Galovicova G ZA Okruzna .| -1914]9]| - - | 0,00 | 22,00 | 45,00
30 | Milan Smolik G BA Grésslingova o994l - | - — | 0,00 | 22,00 | 44,00
31 | Andrej Kozak G BA Grosslingova 1. 919 1]-14 — | 0,00 | 23,00 | 43,00
31 | Monika Hruska G Hlohovec .18 1910) - - 0| 0,00 | 17,00 | 43,00
11 otazky@fks.sk
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Meno Skola Roé¢. | 112131415 Q Yo P
31 | Michal Hledik G BA J.Hronca .19 94| 2 0,00 | 29,00 | 43,00
31 Jana Strakacova G BA Grésslingova -1. 9 3 1 7 0,00 20,00 43,00
35 | Vladan Gloncak G L. Stara Trenéin 1.1 819149 - 0,00 | 30,00 | 42,00
35 Kristina Komanova G BB Sladkovica -2. 9 9 4 7| - 0,00 29,00 42,00
37 | Michal Anderle G Lucenec .| -19)|4]| 9] - 0,00 | 22,00 | 41,00
38 Mojmir Mutny G BA J.Hronca 0. 6 9 41 -1 3 0,00 22,00 38,00
38 | Zuzana Baxova G L. Stara Trenéin 2.1 -1914]191|1 0,00 | 23,00 | 38,00
38 | Michal Kopf G Opava .| -9 17| - 0,00 | 18,00 | 38,00
41 | Rébert Lexmann G L. Stara Trenéin 1191814 —-| - 0,00 | 21,00 | 35,00
41 | Jana Baranova G KE Alejova 2.1 -1914 |7 - 0,00 | 20,00 | 35,00
43 | Martin Peresini 7S Radvanska 2.0 7149 - 0,00 | 21,00 | 34,00
44 Barbora Arbetova G L. Stara Trenéin -1. 9 3 1 7| - 0,00 20,00 32,00
45 | Daniela Pellerova G BA Groésslingova 1. 713113 - 0,00 | 14,00 | 28,00
45 | Jakub Kocédk G HE L.Svobodu .1-1-1-1-1- 0,00 0,00 | 28,00
47 | Samuel Pucek G L. Stara Trenéin 1. 7] 8 - - 0,00 | 14,00 | 27,00
47 | Jakub Kires G KE Postova L.1-1-1-1-1- 0,00 0,00 | 27,00
49 | Alzbeta Rusnakova G J.A.R. Presov o2 3| - 0,00 5,00 | 26,00
50 | Matej Kurtulik GAB Namestovo 0. 111141 - 0,00 7,00 | 25,00
50 Katarina Kmetova OG Kukucinova Poprad 0. 9 1 -12 ] - 0,00 12,00 25,00
52 | Michal Racko G J.Lettricha Martin -1 - - |- 0,00 0,00 | 24,00
53 Monika Michalikova G L. Stara Trenéin -1. 919 41 - | - 0,00 22,00 22,00
53 | Andrej Maris PGJKNR 0. 1219147 - 0,00 | 22,00 | 22,00
55 | Jan Subjak G POH, Dolny Kubin o) O I N N B 0,00 0,00 | 21,00
56 | Ivana Gaskova G KE Alejova o l-1-1-1-1- 0,00 0,00 | 16,00
57 | Livia Erdodyova GPH Michalovce o) O I I I B 0,00 0,00 | 11,00
58 | Andrea Gorcsosova G KE Alejova 2.1 -1-1-1-1- 0,00 0,00 | 10,00
59 | Eduard Batmendijn CGSM Sl -1-=-1-1-1- 0,00 0,00 9,00
60 | Lucia Filova HA BR ol-1-1-1-1- 0,00 0,00 6,00
61 | Simona Feninova GPH Michalovce = P I R I I 0,00 0,00 4,00
62 | Toméas Bzdusek FMFI UK B 1o T I e B I 0,00 0,00 0,00
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